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"HOMEN SÉCULO XX"
(Antônio de Souza Rauen)
Homen audaz que tentas dominar a natureza 
Sem antes em ti mesmo impores o domínio.
Do que te adianta ser dono d'outros mundos 
Se neste pregas os meios do extermínio...
Por que semear no orgulho a tua nobreza?
Não sabes que ela desaparece em segundos!
Da tua inteligência, nas leis e teoremas 
Brotaram máquinas que até te superaram,
E te tornaram escravo dos seus resultados.
Das surpresas que os mistérios te guardaram 
Não te afrontas e ao rumo das léis supremas 
Tentas, na procura ao meno:;, dum significado.
Se de um grupo de fúteis e ignotas ideologias 
Não consegues fugir; pregando-as aos semelhantes.
Porque falar em paz, se conquistá-la não uabes!
E, da imposição não a terás num único instante...
Pensas talvez encontrá-la nas guerras frias!
Mas nunca tê-la-ás, ainda que tudo acabes!
Herdaste dos antepassados a "guerra de conquista"
E a tua glória está na conquista d'outros povos... 
Mesmo fugindo, levá-la-ás contigo no inconsciente!. 
Por que não deixar tudo e seguir ideiais novos?! 
Tuas poderosas armas, há quem as resista.
Pois tirou todos e tudo do nada, unicamente.
Não te comoves ao ver a miséria e a fome?
Se o teu semelhante fracassa: -"Ê recalcado!"
Se reagir, o teu braço emudecerá as suas vozes.
A tua paz estará onde fores glorificado.
Mesmo o tempo que a tudo e a todos consome 
Guardar-te-á nos seus ergástulos atrozes.
-Para erguer-se, aproveita todos os momentos...
Sê escravo do amor, foje da perdição!
Ao invés de armas inventa mais remédios.
Contudo, ainda serás útil ao teu irmão.
Messas co'alma o que podes nos ensinamentos.
Amanhã seremos outros... Alheios aos tédios!
0  presente trabalho tem cano objetivo o estudo e a aplicação 
da Análise de Fourier, mais precisamente da transformada rápida de Fourier- 
FFT, para obter os coeficientes da transformada discreta de Fourier com nú­
meros de amestragens decomponíveis em fatores primos quaisquer.
0  algoritmo usado no desenvolvimento do referido trabalho / 
foi aquele na versão de'Sànde(Sande-Gentleinann, 1966) com as subrotinas a- 
presentadas por Singleton(Singleton, Richard C., 1969), ambos devidamente / 
adaptados ao problema do estudo da emissão e recuperação de sinais ionosfé- 
ricos desenvolvido pelo Grupo de Radiociências de Gaspar-FURB.
0  método apresentado, bem como o programa para computador de 
senvolvidos e apresentados deram uma economia do tempo de CPU da ordem de 
5.291% com relação ao método atualmente em uso pelo grupo acima citado.
In this monograph, we will present a study of Fourier Analise 
and its aplications, especially that of the fast Fourier transform in the / 
calculation of the discrete Fourier transform when the number of data points 
is an arbitrary product of primes.
The algorithm used here is the Sande version (Sande-Gentlemann, 
1966) vdiit subroutine presented by Singleton(Singleton, Richard C., 1969) / 
both have been adequatly adapted to the study(of the emissions and reception 
of ionospheric signals) being conducted by the Grupo de Radiociencias in Gas 
par-FURB.
The technique we present, togethm with the computer program / 
used, gives an economy of computer time of 5.291% in relation with the meth­
ods used previously by the Grupo de Radiociencias in Gaspar-FURB
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0  campo magnético terrestre afeta o movimento das partículas 
carregadas da inosfera.
Uma anisotropia é criada na condutividade elétrica atmosféri 
ca, resultante das forças advindas das cargas em movimento e do campo mag­
nético, desviando-as numa direção perpendicular ao plano formado pela velo­
cidade da partícula e a direção da intensidade do referido campo [01 ].
O efeito do campo magnético não tem grande importância nas / 
proximidades da superfície da terra, enquanto que nos pontos mais altos do 
espaço que rodeia o globo terrestre esse campo é dominante, recebendo aí a 
denominação de "MAGNETOSFERA". Nas superfícies exteriores da magnetosfera,/ 
correntenente denominadas de "MAGNETOPAUSA", as correntes elétricas origina 
rias do vento solar têm o efeito de anular o campo geomagnético.
0  campo magnético terrestre equivale em aproximação ao campo
magnético gerado por um dipolo colocado no centro da terra, e com momento /
25 2magnético de 8,05 ± 0,02 x 10 Gauss/cm . Esse dipolo estaria inclinado de
- 119 em relação ao eixo da terra (Turnes, Osiris 1981 [02]).
Este momanto tem o eixo apontado para um ponto da superfície 
terrestre localizado a 78,59S e 1119E, também conhecido coro polo sul magné 
tico, embora as suas características sejam as do polo norte geográfico. A / 
referida aproximação pode ser melhorada, deslocando-se o centro do dipolo / 
342km na direção 6,59N e 161,89E geográfica(Ramirez, Phenix M. 1980 [01]).
Algumas regiões da superfície da terra apresentam desvios / 
de importância considerável no modelo dipolar especificado, sendo esses / 
desvios denominados de "ANOMALIAS". A figura 01 mostra a distribuição / 
mundial dos valores da intensidade total do campo magnético da terra, in­
clusive a maior dessas anomalias, também denominada de "Ancmalia Geomagné 
tica do Atlântico Sul", ou simplesmente "Ancmalia Geomagnética Brasileira"
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com os respectivos valores de campo, anorrralmente baixos.
As anomalias podem deformar' a superfície fazendo ccm que os 
pontos limites subam e desçam de altura (como na anomalia geomagnética bra 
sileira), mas a partícula continua a movimentar-se sobre a superfície, sal 
vo se, por colisões com outras partículas, perder as condições para manter 
se presa, apeofundando-se mais ainda na atmosfera e entregando a sua ener­
gia ãs partículas da ionosfera.[0 1 ]
O fenômeno acima descrito, tem importância considerável na 
região da Ancmalia do Atlântico Sul, no centro do qual está o estado de / 
Santa Catarina.
Considerando a ionosfera dividida em três camadas (regiões):
D, E e F de baixo para cima, onde a concentração da ionização é maior nas 
camadas superiores , temos:
a) as camadas D e E  da ionosfera são responsáveis pela propa 
gação a grandes distâncias e com alto grau de segurança das ondas de muito 
baixa frequência, VLF (3kHz a 30KHz), baixa frequência, LF (30KHz a 300KHz) 
e pelo fenômeno de absorção das ondas de alta frequência, HF (3MHz a 30MHz)
b) devido ao fato especificado, o estudo da região anômala/ 
ê de grande importância, tendo em vista o desenho de radioenlaces de alta 
frequência, bem como para a geração das "Normas Brasileiras de Radiodifu - 
são" (Tumes, Osiris 1981 [02]).
O alto grau de segurança das comunicações VLF advém da com­
binação dos fatores:
a) baixas perdas na propagação das ondas;
b) poucas probabilidades de serem elas afetadas pelas pertur 
bações solares, que ocorrem frequentemente, segundo o ciclo solar. Por isso 
as telecomunicações VLF são de grande importância na radionavegação e nas/ 
distribuições de tempo e de frequência .[0 1 ]
Em função da importância das alterações inosféricas da regi­
ão provocadas pela anomalia geomagnética brasileira, a seção de pesquisas / 
do Instituto para Assuntos Espaciais do Cenlxo Tecnológico da Aeronáutica- 
IAE-CTA firtiDu um convênio com a Air-Force Cambridge Research Laboratories- 
AFCKL dos EUA, para desenvolverem um projeto de pesquisa da anomalia, em - 
pregando uma sonda oblíqua com pulsos eletromagnéticos de muito baixa fre - 
quência, VLF.
0  sondador ionosférico consiste de um transmissor construi- 
do pelo próprio CTA-SP e instalado no município de Paula Freitas (PR), o 
qual envia os sinais pulsados de essencialmente um ciclo de radiofrequên - 
cia, ccm -37KHz, por meio de uma antena vertical para um equipamento recep 
tor instalado em terreno de propriedade da FURB (Fundação Educacional da / 
Região de Blumenau), localizado no município de Gaspar (SC), a uma distân­
cia de 221,5 km da emissão (Fig. 02). Os pulsos são separados por uma fun­
ção perfeitamente estável.
A antena emissora funciona cano uma fonte de ondas esféri - 
cas situadas sobre a superfície da terra. A emissão se processa por um sis 
tema oscilante formado por uma bobina e a capacidade do mastro da antena,o 
qual se encontra completamente isolado do chão.
O pulso emitido é cossenoidal, em função de a antena asseme­
lhar-se a um capacitor. [0 1 ] e [0 2 ]
0  circuito gerador de pulso utiliza uma frequência base de / 
1MHz, fornecido pelo padrão atônico, o qual por meio de divisões adequadas, 
admite regulagens de separação dos pulsos de até 1 micro-segundo.
A operação do sistema mantém o período dos pulsos de engati 
lhamento em 1263 micro-segundos.
A onda refletida pela ionosfera, se divide em outras duas,/ 
sendo estas denominadas de onda inosférica normal e onda ionosférica extra 
ordinária, onde estas juntamente com a onda de terra, poderão dar pistas / 
para o estudo da referida anomalia, pistas essas contidas nas deformações/ 
das mesmas.
As antenas receptoras instaladas em Gaspar (SC) estão liga­
das a um aparelho resgatador de ondas de ruído, o qual não deforma o sinal 
recebido.[02]. Neste tipo de sonda interessa estudar as deformações sofri­
das pelo pulso, nas camadas baixas da ionosfera, bem ccxio o estudo da altu 
ra de reflexão dos pulsos.
O método de análise usado pelo Grupo de Rádiociências de 
Gaspar necessita da análise de Fourier dos pulsos recebidos, a fim de po - 
der comparar o espectro de amplitudes do sinal que se propaga pela terra / 
com o sinal que vem refletido pela ionosfera [0 2 ].
A recuperação dos sinais, onda de terra e onda ionosférica/ 
é feito através de amostras no tempo, pelo aparelho recuperador de infor­
mação.
Portanto, o estudo do espectro é feito com base no te­
orema da amostragem, transformada discreta de Fourier (DFT) e transformada / 
rápida de Fourier(FFT), sendo esta última um método de grande rapidez e efi 
ciência para computar os coeficientes da tr;insformada discreta de Fourier.
0  número de amostras recolhido pelo aparelho recupera- 
dor de informação é de tamanho considerável, e além disso não é fatorãvel / 
em fatores iguais a 2 , unicamente, mas sim em fatores primos arbitrários.
0  estudo da forma da onda recuperada pelo aparelho res 
gatador é feito através <3a transformada de Fourier, onde os coeficientes re 
presentam as variações sofridas pela mesma.
A transformada de Fourier é obtida através da amostra­
gem de 630 pontos, número esse composto por fatores primos arbitrários. Es­
sa transformada é feita com base em algoritmos já existentes mas não de / 
grande aplicação, visto não se encontrarem desenvolvidos na relação biblio­
gráfica em que nos fundamentamos para elaborar o presente trabalho.
No capítulo I apresentamos o nosso problema básico, / 
enfocando-o nas suas características mais imjxDrtantes.
No capítulo II apresentamos um relato dos estudos e al­
goritmos já existentes, no que se refere as aplicações do nosso problema.
No capítulo III fazemos o estudo teórico do problema, a 
bordando-o nos seus aspectos matemáticos, bem coto formulação dos resultados.
No capítulo IV usamos as subrotinas apresentads por Sin 
gleton (Singleton, Richard C. 1968 [08]), adaptando-as de modo a se tomarem 
aplicáveis ao nosso problema, ou seja das 630 amostras que compõem o mesmo,/ 
apenas 21 delas são diferentes de zero. Apresentamos os resultados obtidos / 
através do computador, e, introduzimos um "PRUNNING" de zeros, nas referi - 
das subrotinas, para diminuir o tempo necessário para a computação dos resul 






















































































I O N O S F E R A
(Paula Freitas - PR) (Gaspar - SC)
Fig. (2) - Técnica VLF envolvendo pequenas distâncias.
(OT - onda de terra, 01 - onda ionosférica).
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OBJETIVOS DO TRABALHO
Os objetivos do presente trabalho resumen-se a:
1 - Determinar, aplicando a análise de Fourier, mais preci­
samente a transformada rápida de Fourier, o espectro de amplitudes do pulso/ 
recebido para posteriores comparações ccm os resultados práticos e com aque­
les obtidos em [0 2 ].
2 - Estudar, desenvolvendo uma adaptação para aplicar um al - 
goritmo da transformada rápida de Fourier, considerando que a quantidade de 
amostras é um número composto por fatores primos arbitrários.
3 - Desenvolver um programa, com base nas subrotinas existen­
tes, para carputar os coeficientes da DFT (Discrete Fourier Transform), bem/ 
cano desenvolver também a parte teórica.
4 - Prever um pruning de zeros com o objetivo de diminuir o 
tempo de máquina.
Não pretendemos efetuar um estudo completo e exaustivo sobre/ 
o desenvolvimento do algoritmo, mas somente a parte que interessa ao Grupo / 
de Radiociências de‘ Gaspar.
Os algoritmos usados são objeto de estudos detalhados desen - 
volvidos pelos pesquisadores citados no capítulo II deste trabalho, com base 
•nos dados bibliográficos mencionados.
CAPÍTULO I
1.1 - Descreveremos o problema principal, objeto do nosso estu 
do e desenvolvimento do nosso trabalho, bem como apresentaremos o resumo do 
estudo feito por Osíris (Tumes, Osiris 1981 [02]).
1.1.1 - Descrição ' do Problema.
0 nosso problema consiste de um pulso cossenoidal de ~40Khz na 
portadora, repetido 792 vezes por segundo.
A repetição do pulso é determinada por dois motivos técnicos:
a) a cada pulso emitido, deve ter sido possível registrar no 
receptor o pulso repetido pela inosfera;
b) o capacitor, representado pela antena emissora deve ter o / 
tempo suficiente para recarregar-se entre a ocorrência de dois pulsos consecu 
tivos.
Uma representação matemática adequada para os pulsos repetidos 
periodicamente é dado pelo desenvolvimento em série de Fourier da função f de 
finida por
' cosort, para 0 < t < d 
f (t) = < 0, para d < t < T
f (t + T)
v-5
(2 .1)
d = 1/f = 2,5 x 10 seg 
T = PRP = 1/RP = 1 263 micro-segundos
A função f(t) satisfaz as condições de Dirichlet, logo é repre 
sentável em série de Fourier[02]. Figura(1.1)
f(t)
*------------- *-------------------- * I
Figura 1.1- Esboço do processo de emissão do pulso
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Temos então
f± (t) = 1 cneja)t  ^ i = 1,2,3,....
n=-o°
onde j representa / -1 (unidade imaginária dos complexos),
C = (d /T )2 nn sen(n nd/T) 
n n2- (n nd/T )2
Cn sendo o coeficiente de Fourier do pulso emitidov f (t).
1.2- Estudo da Curva do Espectro de Amplitude do pulso e -
mitido.
Um estudo detalhado da curva do espectro de amplitude desse 
pulso foi feito em [0 2 ], no qual foram considerados:
a) estudo do gráfico |cn | x RP;
b) pontos críticos calculados através das derivadas primei­
ra e segunda de Cn;
c) simetria;
d) domínio e imagem, chegando a
|c | = | (d/T)2. - - xIT - ---- ^ | |sen(xIId/T) | (2.4)
ir - (xiid/Tr
limitante oscilante
onde: - domínio de |c | = R+
danínio de |c I = N,1 n 1 ’
ijnagem de |Cx | = [ 0 , 1 ^ 1 ^ ]  = [0; 0,1022 x 10"1]
imagem de |c | = [0 , |c Imáx];
XI X
e) determinação do espectro de amplitudes da função perió di­
ca f(t) = cosoot, [0 2 ]
1.3- Processo de Amostragem
1.3.1 - O processo de amostragem de um valor observável é fei 
to a cada 2 x 10~^segundos, de maneira que obtenos rigorosamente 631,5 amos­
tras. Mas pelo teorema da amostragem, o número de amostras deve ser inteiro, 
o que nos leva a não utilizar o valor acima mencionado. As amostras obtidas, 




1.3.2 - O numero de amostras 631, embora inteiro é também / 
primo. No entanto, podemos desenvolver a DFT (Discrete Fourier Transform) / 
através da FFT (Fast Fourier Transform), nvasmo o número sendo primo, con - 
forme [09]. Como esse método apresenta dificuldades consideráveis na imple­
mentação do algoritmo e, no nosso caso, um número de amostras cano 630 que 
é de fatoração boa e não altera significativamente a frequência de um har - 
mônico, tonamos 630 amostras no lugar de 631, ou seja:
a) para N=631,5 amostras: 559 harm. = 43,5435KHz
569 harm. = 44,3352KHz
o que resulta numa difemça de 0,7917KHz;
b) para N=630 amostras: 559 harm. = 43,648KHz
569 harm. = 44,441KHz 
o que resulta numa diferença da ordem de 0,79KHz.
A diferença entre o modelo, valor real do 559 harmônico e o 559 harmônico / 
que pretendemos usar é de 0,104KHz, a qual é bem menor do que 0,79KHz e não/ 
influi no cálculo dos harmônicos de interesse no estudo. Portanto, usaremos 
o valor N = 630 amostras.
1.3.3 - Aplicação do algoritmo para calcular os coeficientes 
da DFT através da FFT. Nosso número de amostras N é decomponível em fatores 
primos arbitrários.
Aplicando os algoritmos desenvolvidos por Cooley-Tukey (Coo- 
ley-Tukey, 1965,[03]) e Sande (Sande-Gentlen'ann, 1968, [08]), e, con base / 
nas subrotinas desenvolvidas por Singleton (Singleton, Richard C., 1969,[16]) 
conputamos os coeficientes da DFT através da FFT.
1.3.4 - Desenvolvimento do programa para computador. Como a / 
nossa amostragem consiste de 630,pontos (valores amostrados), dos quais ape­
nas 21 são diferentes de zero e, o que é mais importante, trabalhamos com/ 
amostras deNyquist. Por isto, tentamos a introdução de um pruning de zeros/ 
para con isso diminuir o tempo de máquina na execussão do referido programa.
CAPÍTULO II
2.0 - Introdução e Justificativa.
Devido a sua alta eficiência, a transformada de Fourier é 
um instrumento universalmente aceito nos campos mais variados do conhecimen 
to humano e dentro da análise de sinais das teorias modernas.
A determinação dos coeficientes de Fourier, através da trans 
formada contínua, usando os modernos métodos computacionais, é feita atra - 
vés da transformada discreta de Fourier, a qual se caracteriza pela função/ 
amostrada, de acordo com o teorema da amostragem [13]. No entanto, mesmo / 
con o estágio alcançado no tocante ã velocidade dos computadores atuais, a 
determinação dos coeficientes da DFT consome um tempo considerável. Para / 
sanar esse problema Cooley-Tukey (Cooley-Tukey, 1965, [03]), desenvolveram 
um algoritmo de extrema rapidez e considerável eficiência para computá-los, 
o qual denominaram de transformada rápida de Fourier (The Fast Fourier / 
Transform - FFT).
Desde o aparecimento do algoritmo de Cooley-Tukey até o pre­
sente momento, muitos estudiosos desenvolveram e publicaram os mais varia - 
dos algoritmos relativos à FFT.
De posse de alguns desses algoritmos citados, e mencionados 
na relação bibliográfica, procuramos salientar aqueles que mais diretamente 
se adaptam ao estudo do nosso problema, de características particulares, / 
descrito no capítulo I.
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2.1 - Da Transformada de Fourier Contínua a Discreta.
2.1.1 - Definição. - Seja a função h: [a, b] ----- ► R  tal
que:
i) h é limitada, então ela é integrável se o supremo das / 
sanas inferiores for igual ao ínfimo das sanas superiores;
ii) h não é limitada, então ela é integrável se, e sonente/ 
se, o intervalo [a, b] puder ser decomposto em um número finito de inter­
valos I.j, I •••/ Ijç = kjJ t tais que para todo <5> 0 e ô 1 > 0  
a função h é limitada e integrável em b^ .+  ^,J^e~0 3 limites
b b
fal h(t)dt =xlimJ  k+ô'h(t)dt- :.existem.K. 0 1 — u â, p*
I ,
2.1.2 - Definição. - Uma função é òb quando h e |h| forem / 
integráveis no sentido da definição 2 .1 .1 em cada intervalo [-M, n] e os / 
limites
/N, h(t)dt e i1?? /N lh(t)|dt existem [18].-M,N— ►coÍm —M,N— ► 00 -M ' 1
2.1.3 - Definição. - Se h : R ----- ► C for uma função a
sua transformada de Fourier H:R----- ► C será definida por
S^Mt)] = H(uj) = h(t)ejü3tdt, con u = 2nf (01)
2.1.4 - Observação.- Usando a integral de Lebesgue podemos / 
trabalhar com no lugar de , onde é um espaço vetorial normado con 
norma | |h| | ^ = /^Jh(t) |dt, além de ser um espaço de funções integráveis a 
Lebesgue em R, o espaço vetorial é completo nessa norma (usando a integral 
de Lebesgue).
Dada uma função h em i  nem sempre 9^[h(t)j está em jo . Um 
outro espaço usado também para definir a transformada de Fourier é o espaço 
das funções infinitamente diferenciáveis de suporte compacto Cq . No en - 
tanto, nesse espaço pode ocorrer que [h (t)] não tenha suporte compacto.
Um bom espaço para o estudo da transformada de Fourier, no / 
qual se introduz algumas coisas mais gerais do que as funções, chamadas dis 
tribuições, é o espaço gf , o qual é um subconjunto de [18].
2.1.6 - Teorema.- Sejam h : R----- ► C uma função de g e H(f)
a sua transformada de Fourier. Então
9^[h (u))] = h(t) = (1/2 )/“ H(u))ejüjtd (02)
onde a expressão (02) representa a transformada inversa de Fourier.
2.1.7 - Observação. - A transformada de Fourier é um instru­
mento de alta eficiência, universalmente aceito na análise moderna. No en - 
tanto, não há unanimidade na literatura relativa a definição da integral de 
Fourier, bem ccmo da sua inversa. Das definições acima, tiramos que,
onde os coeficientes c^ e c2 assumen valeres diferentes, que dependem do /
Em suma, as equações (03) e (04) são válidas somente quando ç^ç2 = (1/2II) .
Esta questão poderá ser resoLvida através da relação existen 
te entre a transformada de Fourier, a transformada de Laplace e o teorema / 
de Parseval. Para escapar da contradição existente entre essas relações, um 
caminho lógico é definir o par de transformadas de Fourier por [07]:
onde t representará a função no donínio do tempo e f representará a mesma / 
no domínio da frequência.
H(u>) = h(t)e -^dt, ccm w= 2üf
h(t) = c2/^ Hüúje^^d
(03)
(04)
uso. Quando c^ = 1; c2 = (1/211), ou = Í1/2n); c2 = 1, c^ = = (1/2II) .
H(f) = f° h(t)e”^2lIftdt—CO (05)
h(t) = H(f)ej2 nftdf,—OO (06)
2.1.8 - Propriedades da Transformada de Fourier.
Dentre as várias propriedades colocadas e demonstradas em / 
[07], [13] e [18] podemos destacar duas delas em função da aplicabilidade / 
das mesmas no nosso trabalho.
2.1.8 .1 - Linearidade - O sistem é aditivo e homogêneo.
&  [h(t) + g(t)] = JTh(t)] + f"[g(t)]
:T[ah(t)] = a?Th(t)]
2.1.8.2 - Produto de Convolução.- Sejam h(t) e g(t) duas fun­
ções quaisquer dadas. O produto de convolução, simbolicamente representado / 
por f(t) = h(t)*g(t) = (h*g)(t) é definido pela função
(h*g)(t) = h(t - y)g(y)dy (09)
2.1.9 - Relação entre a Transformada de Fourier Contínua e / 
a Transformada de Fourier Discreta.
Sejam h(t) e H(f), cano definidas em (06) e (07), respectiva 
rrente. Quando amostramos h(t) em intervalos de T segundos, a expansão de /
(06) pode ser feita em relação aos pontos anostrados h^ = kT, com /
k = 0 ,±1 ,±2 , ...
Sendo F = 1/T, temos que
h(KT)=/" H(£)e32n£k/Fdf = t ;(" ' )FH(f)ej2 nflc/Fdf, (10)
—oo n=-°° nr
onde T representa o espaço compreendido entre duas amostras consecutivas e
F representa duas vezes a frequência de Nyquist (1/2T).
Pela periodicidade de e32nfk/F de período F e fazendo as res
pectivas trocas de variáveis, podemos escrever a expressão (1 0 ), caro:
h (kT) - H (f)ej2 Ilfk/Fdf, (11)u p
onde, H (f) = ? H(f + nF) (12)' p n=-°°
e p denotará a função periódica formada pela sobreposição da função perió - 
dica substituída por todos os múltiplos do período fundamental. A expressão/ 
(1 2 ) está representada graficamente em [2 1 ].
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H (f) representa uma versão de H(f) distorcida em consequência do "ALIASING" 
[21], onde este ocorre na frequência de Nyquist F/2.
Cato h (f) é função periódica de H(f), pelo teorema de Fouri- 
P  ^
expansão em séri
são dados por(1/F)h(kT). Então
p —i2IIf/F
er ela tem uma e de potências e J , cujos coeficientes /
H (f) = (1/F)kX  h(kT)e ^Hfk/F, (13)
P
onde a equação (13) representa a transformada de Fourier não finita.
Considerando a amostragem no donínio da frequência, nos pon - 
tos f = mAf, onde m = 0, ±1,± 2, ... e Af = 1/TQ , reescrevemos (13), cano
h (mAf) = T V  h(kT)e“j2nnik/ToF (14)
p k= 0
Fazendo TqF = N, onde N é inteiro, usando o fato de que / 
e-j2nmk/N é funçâo periódica de período N, a expressão (14) pode ser repre -
sentada por
h (mAf) = T V  h (kT)e"j2llmk/N, (14a)p  K=U p
onde
h (kT) = E h( (t + nT )T) , (14b)
p n=-°° °
e, o sanatório em (14b) é dado pelos valores amostrados de
h (t) = ? h(t + nT ) (14c)
p n=-“ °
a qual é função periódica de t, con período T0 , e forma h(t) do mesmo modo
que H (f) forma H(f) [15] e [21].
Substituindo T = TQ/N por 1/F a expressão (14a) pode ser /
reescrita cano
H taAf) = 1/N T0hp (kT)e -J 2" * /N (14d)
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2.1.9 - Relação entre a Transformada de Fourier Discreta e
a Transformada Contínua, numa Sequência de Amostras de Nyquist.
Uma propriedade importante que toma a DFT eminentemente útil 
advém da relação existente entre a DFT de uma sequência de amostras de Ny­
quist e a transformada de Fourier de uma forma de onda contínua represen - 
tada pelas amostras de Nyquist. Consideremos a função h(t) can banda de fre 
quência limitada, cujas amostras de Nyquist h(k) estão definidas no interva 
lo 0 £ t < NT.
. N- ' senUUtJ L kTL/T). (17)
k"° (n(t - kT)/T) 
onde T repreresenta o espaço entre duas amostras consecutivas [05]. Uma re­
petição periódica de h(t) pode ser construída, ccm as mesmas amostras de / 
Nyquist, no intervalo 0 á t < NT, i.e.,
h ( t)  .  £ ^  x )k )s e n (il(t  -  kT -  ” » /» ■  (18)
P i k_u (ü(t - kY - lND/T)
e h(t) tem a transformada de Fourier H(f) especificada nas frequências dis­
cretas pelos coeficientes da série de Fourier canplexa, h ( t ) . Então
Ir
y  = Dm =, (1/OT) / » ^ ( t l e - ^ ^ d t  
.  (1/NT) V  x<k)e-J2nnkT/m , (19)k=0
onde |n| á N/2, devido ao espectro de limitação da largura da faixa iirpli - 
citamente pressuposta e o teorema da amostragem [13] que ressalta a valida­
de das amostras de Nyquist [05].
H - = D = N(X(n)), onde m = n, para n = 0,1,..., q < N/2
m = N-n, n = 0,-1,... ,-q >-N/2,-.
(2 0 )
H = N[x(n)/2] para m = N/2 (21)
As equações (20) e (21) dão diretamente a relação entre os / 
coeficientes da DFT e a transformada de Fourier dada pela função definida / 
em (17), [05].
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2.2.1 - Transformada de, Fourier Discreta e Finita.
Quando uma função está amostrada [07], [13], [14] e [20], ou 
o sistema prescisa ser analisado em um conputador digital, necessitamos da 
transformada de Fourier discreta e finita. Ainda que muitas das proprieda - 
des da transformada contínua sofram modificações resultantes das restrições 
impostas pela DFT, esta precisa operar precisamente sobre as funções amos - 
tradas e definidas em um intervalo finito.
A DFT finita aplicada a funções amostradas é definida por, /
H(n/NT) = V  hdcTje"^2111^ ^ ,  para n = 0, 1, 2, ..., N-1 (23)
k=0
onde H(n/NT) = H[(rN + n)/NT], e h(kT) = h[(rN + k)T], para r=0,±1,±2, ...
•Ambas são periódicas no domínio do tempo e da frequência, / 
respectivamente.
H(n/NT) representa o n-ésimo coeficiente da DFT e h(kT) re­
presenta a k-ésima amostra da série de tenpo, a qual consiste de N amostras 
rre ]  = /-1 .
Enquanto h(kT) pode ser um número real ou complexo, H(n/NT) 
sempre será ccnplexo [07] e [20].
A transformada de Fourier discreta, finita e inversa exis 
te, cotio definida em [07] .
h(kT) = (1/N) V H(n/NT) e+j2Iínk/N, com k=0 ,1 ,... ,N-1 (24)
n=0
a qual é periódica ccm período de N amostras de h(kT), propriedade essa, /
• -j- j j2íTnk/N resultante da natureza periódica de eJ
2.2.1.1 - Observação. - Para simplificar a notação podemos / 
fazer: H(n/NT) = X(n), h(kT) = x(k) e WN = e~^2II//N. Então o par de / 
transformadas de Fourier toma-se:
N-1 nV
X(n) = kZQ x(k)W^ , para n = 0, 1, ..., N-1 (25)
N-1 _nV
x(k) = X(n)WM , para k = 0, 1, ..., N-1 (26)
n=U JN
onde a equação (26) representa a função no domínio do tempo e (25) represen 
ta a mesma no domínio da frequência. [07] e [14].
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2.2.2 - Propriedades da DFT.
Uma das propriedades mais inportantes que toma a transfor­
mada de Fourier discreta, eminentemente útil é a relação de convolução dis 
creta.
2.2.2.1 - Tteorema.- Se x(iT) e h(.k -i)T são duas sequências 
tendo respectivamente, a transformada de Fourier X(n/NT) e H(n/NT), então
N-1
y(kT) = . E h(iT)x[_(k - i)Tj, tem a tmaformada de Fourier
(1/N) En X (n/NT) H (n/NT) e j2IInk/N (27)n=0
0 teorema está demonstrado em [07] e [14], demonstração es - 
sa que nos leva a concluir que a convolução de duas funções periódicas de / 
período N é igual ao produto das respectivas transformadas discretas de 
Fourier dessas funções. Ou seja, a convolução no domínio do tempo correspon 
de a multiplicação no domínio da frequência e vice-versa.
A convolução discreta requer que ambas as funções sejam a- 
mostradas e também periódicas com período de N amostras cada. A convolução/ 
discreta é um caso especial da convolução contínua.
2.2.2.1 - Observação - Todas as demais propriedades da trans 
formada discreta de Fourier são idênticas aquelas da transformada contínua/ 
de Fourier e estão demonstradas em [07], [14], [25] e [26].
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2.3 - Transformada Rápida de Fourier.
A transformada rápida de Fourier (The Fast Fourier Transform- 
FFT, [04]), é um algoritmo descrito por Cooley-Tukey(Cooley-Tukey, 1965 [03]) 
para computar os coeficientes da DFT das séries de tempo corrt dados amostrados.
A vasta aplicação deste algoritmo nas técnicas computacionais/ 
usadas na análise espectral digital, simulação de filtros e campos correlaci­
onados, levou um grande número de pessoas a estudarem o referido algoritmo / 
nos últimos tempos.
Bn razão de ser uma tácnica de alta eficiência ela tem uma lon 
ga e interessante história descrita por Cooley (Ox>ley-Lewis and Welch, 1967,
[04]).
A eficiência da FFT está nos procedimentos usados para compu - 
tar os coeficientes da DFT através de iterações, que resultam em consideráveis 
economias de tempo de computação. A iteração não é intuitivamente óbvia, tal­
vez por esse motivo, durante algum tempo, esse método não despertou grande / 
interesse.
Além da economia de tempo, a FFT apresenta uma considerável re 
dução do erro de aproximação dos coeficientes da DFT, quando calculados pelo/ 
método direto [05].
Especificamente, quando a série de tempo consiste em N dados / 
amostrados, onde N = 2m amostras, o número de operações é reduzido para / 
(2N)log0N operações aritméticas ( multiplicações, adições e subtrações), sen 
do que o cálculo direto (métodos convencionais) requer N operaçoes aritmeti 
cas.
As aplicações do método da redução do tempo de computação / 
são testados com sucesso nos mais variados campos do conhecimento humano, des 
tacando-se entre eles:
a) - carputação do espectro de potências e autocorrelação de funções com da - 
dos amostrados;
b) - simulação de filtros;
c) - reconhecimento de parâmetros pelo uso da DFT-bidimensional;
d) - canputação do espectro duplo e funções de covariança cruzada;
e) - decomposição de funções convolvidas.
Podeiros verificar as vantagens do algoritmo descrito, através 
da tabela mostrada em [05], na qual estão calculados os números de operações 
que envolvem o cálculo direto e aquele feito através da FFT.
O algoritmo da FFT para N = 2m simplesrtente representa um pro 
cedimento simples para fatorar uma matriz N x N em m matrizes, também N x N 
onda cada matriz fatorada tem a propriedade de minimizar o número de multi - 
plicações e adições complexas.
Supondo que o número de multiplicações seja proporcional ao 
tempo de conputação, a razão de aproximação do cálculo direto para o da FFT, 
no tempo de computação, é dado por: (veja [07] e [20])
N2 /(Nm/2) = 2N/m, (28)
onde N representa o número de amostras e m, uma potência de 2.
2.3.2 - Formas Convencionais da FFT.
As fórmulas convencionais da DFT, bem cano da sua inversa, de 
finidas por (23) e (24) , são de forma semelhante para que o procedimento da 
máquina, ou subrotina, seja capaz de computar uma, usando a outra através da 
simples troca de X(n) por x(k) com os respectivos fator de escala e troca de 
sinal.
As duas formas básicas da FFT, cada uma com as suas modifica­
ções, são no entanto, equivalentes. De qualquer maneira, é bon fazer uma dis 
tinçáo entre as referidas, a fim de estudá-las separadamente [05].
Quando desenvolvemos a fórmula segundo os valores de k, deno­
minamos a transformada de "DECLMAÇÃO NO TEMPO". Este desenvolvimento foi a - 
presentado por Cooley (Cooely-Tukey, 1965 [03]). Por outro lado, quando de - 
senvolveitos a fórmula segundo os valores de n temos a "DECIMAÇÂO EM FREQUÊN­
CIA". Esse desenvolvimento foi apresentado por Sande (Sande-Tukey, [07]).
2.3.3 - Decimação no Tempo.
Uma série de tempo x(k) tendo N amostras, pode ser dividida / 
em outras duas séries y(k) e z(k), onde cada uma delas representa sonente a 
rretade dos N pontos amostrados, ou seja, possui N/2 pontos amostrados.
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Seja y(k) formada somente pelos pontos de índice par /
xQ (k), x2 (k), ..., x^k), e seja z(k) formada semente pelos pontos de índice 
ímpar x1 (k), (k), , x ^  (k).
Representamos essas funções, por
y(k) = x(2k) com k = 0, 1, N/2 - 1 (29)
z(k) = x(2k + 1 )
A DFT dada por (29) é 
El") = ("É'>'y(k)e-J4IInk/N
com n = 0, 1, ÍN/2)—1 (30)
nt \ <NÍ2)-1íh -j4l!nk/N C(n) = , z(k)e J
k=0
Desenvolvendo essas expressões, chegamos atrans formada procu­
rada, X(n). [05]
X(n) = B(n) + e-j2 IIn/N.C(n) 0 < n < N/2 (31)
Para os valores de n > N/2 a DFT de B(n) e de C(n) se repetem 
periodicamente assumindo os mesmos valores que para n < N/2.
Substituindo n + N/2 na equação (31), temos:
X<n ,  N/2) = B(„, * e- 32n[(n+N/2)/N] c(n)
= B(n) - e“j2 nn/NC(n), 0 < n < N/2 (32)
Aplicando as amplificações de 2.2.1.1, temos:
X(n) = B(n) + VpC (n)
0 < n S N/2 (33)
X (n+N/2) = B(n) - W^ín)
Por (33) os primeiros N/2 e cs últimos N/2 pontos da DFT de 
x(k), sequência ccmposta por N pontos amostrados, podem simplesmente ser 
obtidos pela DFT de y(k) e de z(k), ambas com N/2 pontos amostrados [05].
Esta redução pode ser efetuada em cada função que tenha o 
número de amostras N divisível por 2.
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Assim, se N = 2™ podemos fazer m dessas reduções aplicando as fórmulas (29) 
e (33), fazendo primeiro para N, depois para N/2, e assim sucessivamente, a- 
até obtermos a função "ponto dois", que é a última das divisões possíveis. A 
função' "ponto um", é naturalmente, a própria função.
A fig. (2.1) ilustra a transformada discreta de Fourier, e é 
denaninada de"gráfico de fluxo de sinal", com as operações conplexas, rnulti 
plicações e adições, completamente reduzidas [07].
Bn geral, Nlog2N adições conplexas e (N/2)log2N multiplicações 
conplexas são requeridas para computar a DFT de uma sequência de N pontos a- 
mostrados.
De acordo com a figura (2.1), a conputação da DFT pode ser fei 
ta "in loco" isto é, podemos escrever todos os resultados intermediários so - 
bre a sequência de dados originais, e escrevendo a resposta final sobre os 
resultados intermediários. Portanto, nenhum armazenamento se faz necessário,/ 
além daqueles requeridos pelos N números complexos originais [05] e [08].
Podemos fazer diversas manipulações obtendo várias formas dife 
rentes para o algoritmo da decimação no tempo, todas elas con novas ordena - 
ões, ou seja;
a) - amostras no tempo naturalmente ordenadas con os coeficientes na ordem do
"bit-inverso";
b) - amostras e coeficientes da DFT normalmente ordenados no tenpo, sendo / 
que nesta ordem a conputação não pode ser feita "in loco";
c) - amostras no tempo na ordem do "bit inverso" e os coeficientes normalmen 
te ordenados.
Essas manipulações são efetuadas em função da aplicação do "bit
inverso", onde as amostras são armazenadas na ordem inversa, i.e., /
x. = x,innv é armazenado na posição (011)5= 3. (veja [05], [07] e [20]).
4 (1UU) 2 ^
2.3.4 - Decimação em Frequência.
A série de tempo x(k) tem a DFT X(n), ambas contendo N amos -
tras.
Dividimos x(k) em duas sequências tendo N/2 pontos amostrados 
cada uma delas. A primsira sequência é formada pelos primeiros N/2 pontos, / 
ou seja y(k), enquanto que a outra é formada pelos últimos N/2 pontos, z(k),
[05] e [07], i.e.,
y (k) = x(k)
k = 0, 1, ..., (N/2) - 1 (34)
z (k) = x(k + N/2)
Os pontos N, da sequência x(k.) são dados por
X(n) ♦ z(k)e- Í ^ W 2 ) M  (35)
K—U
Considerando os pontos pares e ímpares da transformada, sepa­
radamente, temos
R(n) = X(2n)
0 i n á n/2 (36)
S (n) = X(2n + 1)
Para canputar o espectro par de (36) usamos
R{n, = X(2n) * z O O ] e - ^ ‘N/2>, (37)
enquanto que, para canputar o espectro ímpar, usamos a relação
(N/2)-1 -j2Ilk/N -j2ünk/ (N/2) f_Q.
S(n) = X(2n+1) = kEQ [y(k) - z(k)Je J .e J (38)
Pelas relações (37) e (38) podemos concluir que a DFT de uma 
sequência x(k) con N amostras, pode ser determinada cano segue: - Para a / 
transformada dos pontos pares enumerados, podemos computar cano N/2 pontos/ 
da DFT de uma sequência de combinações sinples dos primeiros N/2 com os úl­
timos N/2 pontos de x(k).
E,para a transformada dos ponto ímpares enumerados podemos / 
canputar cano os demais N/2 pontos da DFT de: uma sequência de combinações / 
simples e diferentes dos primeiros coms os últimos N/2 pontos amostrados de 
x(k) (Veja, [05], [07] e [20]).
Na figura (2.II) está ilustrado o gráfico de fluxo de sinal / 
da DFT, onde a quantidade de operações complexas, multiplicações e adições / 
está reduzida ao mínimo, com os coeficientes naturalmente ordenados.
De maneira semelhante àquela da decimeção no tempo, podemos / 
fazer as reduções partindo da função que tenha o número de amostras divisi - 
vel por 2 , até chegarmos a função "ponto dois".
A decimação em frequência também requer (N/2)log2N operações/ 
ccrrplexas (multiplicações, subtrações e adições [05]). Estas podem ser compu 
tadas "in loco" e as manipulações são também idênticas àquelas da decimação/









Fig. (2.1) - Gráfico de fluxo de sinal ilustrando a computação da DFT 
através da FFT, quando o número de operações complexas / 
está completamente reduzido. Decimação no tempo.
Fig. (2.II) - Gráfico de fluxo de sinal ilustrando a computação da / 
DFT através da FFT, onde as operações envolvidas estão 
reduzidas. Decimação em frequência.
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2.3.5 - FFT de Funções Reais no Domínio do Tempo, Composta-
por 2N Amostras.
Podemos usar a parte imaginária de uma função complexa no / 
tempo para aumentar a eficiência da computação da transformada discreta de / 
Fourier de uma função real de tempo [07] e [14].
Consideremos a função x(k) representada por 2N amostras. Para 
ccmputar a DFT usamos
H(n) = (1/N) Jjo [hr (k) + jVk)].e~j2nnk/N (39)
Para aplicar a fórmula (39) dividimos x(k) em duas funções, / 
onde cada uma delas é composta por N amostras,
h(k) = x(2k)
k = 0, 1, ...., N-1 (40)
g(k) = x(2k + 1 )
onde h(k) representa as amostras pares enumaradas e g(k) representa as amos - 
tras ímpares enumeradas.
Substituindo esses valores rei equação (39), temos
X(n) = 2V  x(k)e“j2llnk/N = H(n) + e“jIIn/NG(n) . (41)
k=0
Para ccmputar H(n) e G(n) coari maior eficiência, usamos a pro­
priedade da linearidade da DFT e a decomposição de uma forma de onda nas su­
as corrponentes par e ímpar, respectivamente, ou seja, [07], [14] e [15]:
H(n) = R (n) + jljn)
e ° (42)
G(n) = Ie (n) - jRQ (n)
Substituindo (42) no lado direito da igualdade (41), temos
X(n) = Re (n) + jIQ (n) + e"jIln/N[le (n) - jRQ (n)]
= X (n) + jX± (n) (43)
A parte real da função x(k) con 2N amostras é dada por
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„ , > r R(n) R(N-nh Ilnrl(n) I(N-nh ílnr R(n) R(N - n h
r L ~ T ~  + ---2 '-J + 0 0 5  írL I -  + 1  J " sen írL ~2------- 2---- -1
(44)
Igualmente, a parte imaginária da função x(k) com 2N amostras 
é dada por, [07], [14] e [15]
X i (n) = [  I W  _  I W _ z J l ) ]  .  ^  " » [  J M  + ^  Ita j-R M  .  M L = J 2 > ]
(45)
Rn surtia, a parte imaginária de uma função complexa de tempo po­
de ser usada com vantagem para computar a transformada da função definida por/ 
2N amostras, usando a transformada discreta con a sana dos N valores somente.
2.3.6 - Algoritmo de Cooley-Tukey para N = 2^.
0 desenvolvimento do algoritmo para N = 2^, com p inteiro, bem/ 
como as equações recursivas foram desenvolvidos por Cooley (Cooley-Tukey, / 
1965 [07]), conforme mostrados por Bigham (Eigham, E. Oran, 1975 [07]). O re­
ferido desenvolvimento é feito con base na representação binária dos expoen - 
tes n e k da exponencial, i. e.,
n = V i  +
(46)
l k n + ... + K„p-1 p- 2 0
Usando a equação (25) para esses valores, temos:
X(n r  ..., nQ) - £ Z . . . k E •••' ko)WN' (47)
^ o 1 p-T
onde B = U ^ n ^  + ... + n^) (2^ >-1kp_ 1 + —  + k^) (48)
Através da propriedade das operações de potências e sendo /
e"j2nk = cos(2nk) - jsen(2Hk) = 1, (49) 
temos que
„2p __ ^  [e-j2n/NjN „ , (50)
- 38 -
A fórmula (47) pode ser reescrita cano
X(V 1 .... no’ %  k  k k  k v  X V ' .... V " 2 H ( n o V , K
o 1 p-1
•W(2n1no)2P” kp-2'" W (2P_ np-1+ + no)ko (51)
Escrevendo cada um dos sanatórios separadamente, a equação /
(51) pode ser escrita em forma recursiva, i.e.,
X 1 (no,kp-i'• • • ,ko* = k xo (kp-r*"*,ko^w: ( °
X2 (no ,n1 ,kp-2 ,-“ ,ko) = k X 1 (no ,kp-2 '*‘’ko)w( 1 q) P- 2
p-2
v i  \ l i i 1+ ... + n )kA
Xp (no,nr  •••' V i J = k^=0 Xp-1 ( o'n1 '...ko)W P~ 1 ° 0
(52)
X n^p-1 ,np-2 ' ’ * ‘' no) = xp (no'n 1 ' - ' V l )
Na aplicação do algoritmo para N = , temos Np/2 multiplica 
ções coirplexas e Np adições complexas [07].
Para chegar ao algoritmo da decimação em frequência, o desen 
volvimento é idêntico aquele apresentado nas equações (46) e (52).
2.3.7 - FFT con um Número de Amostras Arbitrário.
Quando o número de amostras não é um número fatorável em potên 
cias de base 2 , unicamente, temos duas hipóteses a considerar, ou seja:
i) o número de amostras N é primo;
ii) o número de amostras N é um número composto, fatorável em fatores primos/ 
quaisquer.
2.3.7.1 - 0 Número de Amostras N é Primo.
Podemos computar os coeficientes da DPT através do algoritmo / 
desenvolvido por Rader (Rader, 1968 [09]).
A DPT de uma sequência {A^} , k = 0, 1, ___ N-1, cujos coe­
ficientes podem ser dados por
\  s t í  aie~j 2 m / N ' 1541 
onde A^ representa as aniostras da"Transformada-Z" [21 ] de urna sequência {ai> 
de duração finita com N pontos amostrados igualmente espaçados no círculo / 
unitário [09].
Na expressão (54) A^ vale para todo k, no entanto, para o va - 
lor Aq éia é particularmente simples, i.e.,
N-1
*b - &  ai ,55)
A expressão (55) pode ser ccmputada diretamente.
Para outros valores de A^ observamos que o aQ não precisa ser 
multiplicado e o colocamos somando, fora do somatório, sendo que a expressão 
abaixo, é indicada para computá-los.
N-1
~o i=i ~r
Aj^  - a„ = .Z. a,e j2nik/N, K = 0,1, ..., N-1. (56)
Os termos do sanatório podem ser permutados, trocando a ordem 
das equações, através da representação em módulo, onde (( )) representa o mó 
dulo, temos
J = ((g1)), (57)
oon J = 0, 1, ..., N-1 e i = 0, 1, ..., N-1 
Fazendo as transformações:
i  ► ((g1)) , k ----- *((gk)), (58)
e notando que ((g*1-1)) = ((g°)), obtemos a equação
N ~ 1 . -j2Rg(i+k)/N ,t-Q\
A ((gk))-ao = iS, W ) ) 6  (59>
Podemos reconhecer que a sequência {A^ kjj - aQ } é obtida 
pela correlação circular [1 1 ] entre as sequências
f a i > e { e-j2ngÍ/N }
Ug ))
Foi demonstrado em [12] que a correlação de funções circula - 
res ordinárias poder ser computada com a redução de um grande número de ope­
rações, usando o algoritmo da FFT.
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Para computar a equação (59) temos que, se N é primo, N-1 / 
poderá ser composto por muitos ou por poucos fatores.
Quando N-1 for composto por muitos fatores a correlação cir - 
cular (59) pode ser reconhecida como a inversa da DFT do produto das DFT's / 
das sequências {a^ijj} e {e (-j2n/N)g j _ Todas as operações indicadas / 
são desenvolvidas pelo algoritmo
(A( (gk))~ ao} = D P r ~ 1 í(DFr ^((g 1 ) ) 1 ] (DFr (e~j(2lI/N)g (60)
No caso de N-1 ser composto por poucos fatores podemos desen­
volver a computação baseados no fato de que a convolução circular ou a cor­
relação circular podem ser computadas acrescentando-se zeros, aumentando as­
sim, o número de amostras até ter um número composto por muitos fatores, ou 
mesmo uma potência de base 2 unicamente.
2.3.7.2 - Quando o Número de Amostras não é Primo, mas Alta -
mente Fatorável.
Podemos considerar dois casos, ou seja:
i) - quando o número de amostras N apresenta um fator comun q,
o desenvolvimento das equações é semelhante àqueles das equações (29) e (33)
onde é possível formar q sequências diferentes: = X , 1, tendo cada umaK qK+1
delas N/q amostras. Cada uma dessas sequências tem a DFT ír. , e a DFT 
da sequência {X^} pode ser computada através de q DFT1s simples com qN 
multiplicações e adições complexas [05].
A ,»/ , = X  B (i) W (Í)(r+mW ,  (61)r+m(N/q) i=0 r 
onde m = 0 , 1 , ..., q-1 e r = 0 , 1 , ..., (N/q) -1
ii) no segundo caso o número de amostras N é dado por /
N = r.r0...r , onde r .r0, ..., r são inteiros.
1 2  m 1 2 m
0 algoritmo de Cooley Tukey, dado em [07] para a decimação no 
tempo, primeiro expressa os índices n e k, ramo
- 41 -
n = n .(r.r^...r 1) + ... + n.r +m-1 1 2 m-1 1 1 o
e (62)
k = k .(r„r^...r ) + ... + k r + k m-1 2 3 m 1 1 o
onde ni _ 1 = 0 , 1 , ..., r.j-1 para 1 5 i < m, e
k . = 0 , 1 , ..., r . -1 para 0 .< i < m-1 .i m-i
A equação (25) pode ser reescrita cano
X(V l ' ,,,,n1 'no) = kE =0 kE =0 • • -k Z =0 Xo (km-1 '-” 'ko)Wnk (63)
o 1 m-1
Desenvolvendo a equação (63) sob a forma de equações recursi - 
vas, ccmo em (52), temos
W V -  • • 'ni-1 ' V i - 1 ' • • • ' V  =k Xi-1 (no' * * 'ni-2 ,km-i' •' ’ko) •
m-1
.W(ni-1|r1r2 ' " ri-1) * * no )km- i (ri t 1 ' " rm )
X(V v V 2 ....no' = xm (no ' n 1 ..... V 1 > 1641
can i = 1 , 2 , ..., m.
A expressão (64) é válida somente se definirmos (ri+1 ...rm)=1, 
para i > m-1 e k 1 =0. Essa expressão foi desenvolvida por Bergland (Bergla- 
nd, 1967 [06]) , baseada no algoritmo dado por Cooley-Tukey [03] , [07] .
A computação da xm requer N(r^+r2 +...+rm ) operações complexas. 
0 algoritmo da decimação em frequência desenvolvido por Sande 
(sande-Tukey, 1966 [07]) é idêntico aquele dado por (64) , somente que o de - 
senvolvimento ê expandido em potências de n, no lugar de k.
2.3.8 - Fator de Giro.
0 algoritmo da FFT pode ser aperfeiçoada através da exploração
do fator de giro (TWiddle Factor [07] e [08]), no qual são exploradas simetri
as da funções seno e cosseno.
A formulação do algoritmo na versão de Cooley (Cooley-Tukey, /
1965 [07]), para a equação (64) é dada como
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X± (nQ ,... ,ni _ 1 ,kftv_i_1,... ,kQ) - £ ^ x j _ 1 (nQ ,... ^ j ^ V - i '  ’ * * ,ko) ‘
m-i
.Mni-ikm-i(N/ri>] w <ni-i (ri• -*ri-i1 + ••• , n o lk« - i |ri , i - r. 11.
(65)
A notação X indica a aplicação do fator de giro. A equação (65) é válida / 
para i = 1 , 1 , ..., m, no caso devidamente definido, ou seja, /
<ri+ 2 - - *rm  ^ = 1 P31 "3  > IIl“i e k_i = °*
Da mesma maneira, resolvendo-se (65) em função do índice n 
no lugar do índice k, temos a equação de Sande-Tukey [07] para o algoritmo 
da FFT, também denominado de "Decimação em frequência".
2.3.9 - Algebra Básica para a FFT.
Dada a importância do algoritmo da FFT, o qual toma a com - 
putação dos coeficientes de Fourier mais rápida do que os outros algoritmos 
existentes, e redefinindo (23) cano
(66)
onde £ = (n/NT^), t = (kT^), e ainda, coro e (X) = ej2 Kx, pelas propriedades 
da exponencial, temos
e(X + Y) = e (X) .e(Y)
e(X) =1, se X for qualquer inteiro.
Supondo N = ABCDE, onde A, B, C, D, E são os fatores primos/ 
de N, podemos escrever, [08]
con: a,â = 0 ,1  
b , 6  = 0 ,1
c,c = 0 , 1
d,a = o,i
e,ê = 0 , 1
£ = ê + dE + cDE + ËCDE + âBCDE, 
t -- a + bA + cBA + dCBA + eDCBA 
t - donínio do tempo







Substituindo esses valores na equação (6 6 ) , vem
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A - 1 B-1 C-1 D - 1 E-1
X(ê+aE+cDE+BCDE+ãBCDE) = En , En En ,En X„ x(a+bA+cAB+dABC+eABCD).
a=0 b=0 c=U d=0 e--ü
r(ê+9E+cDE+5CDE+ãBCDE)(a+bA+cAB+dABC+eABCD)i
, L ARTTlP -J,eL ABCDE J (6 8 )
[Desenvolvendo (6 8 ) em função das variáveis com circunflexo,
temos
A- 1 r aâ-i b-1 r5 (a+bA)i c-1 rc(a+hA+cABh L i  J y o  L~ an J v o  L a r t 1 -1X (ê+dE+cDE+BCDE+âBCDE) = E e L A J E e L AB J E e L ABC
a=0 b=0 c=0
D_1 rd(a+hA+cAB+dABCh g_i ns (a+bA+cAB+dABC+eABCD) n
E e*- ABCD J E e L ABCDE Jx (a+bA+cAB+dABC+eABCD)
d=0 e=0
(70)
©locando os "fatores de giro" para o lado de fora dos respec­
tivos sanatórios, tonos [08]
A-1 raâ -| [Ba i b-1 [Sb ~t rc (a+hAh C-1
X(ê+âE+cDE+5CDE+âBCDE) = E e L A J e LA B J E e L B J .eL ABC J E
a=0 b=0 c=0
ncc 1 n3 (a+hA+cAB)"i d-1 1 rê (a+bA+cAB+dABC)"j e-1 [êe 1
.e*- C -* e L ABCD J E e L D J e L ABCDE J E e L E J .
d=0 e=0
.X(a+bA+cAB+dABC+eABCD). (70)
A equação (70) representa o algoritmo da FFT na versão de 
Sande (Sande-Gentlemann, 1966, [08]).
- 44 -
2.4 - Eliminação de Operações com Zeros.
Calculando os coeficientes da DFT através da FFT ccm dados / 
de entrada reais e de duração consideravelmente menor do que os da transfor 
mada, podemos eliminar as operações envolvendo os cálculos com zeros (pru - 
ning, [32]), obtendo assim, uma economia de tempo de computação significa ti. 
va, sem contudo alterar a complexidade do algoritmo.
Seja 2^ pontos amostrados, dos quais apenas 2^ são diferen -
tes de zero, cctn M > L. Para calcular a FFT aplicando a técnica do "pruning"
eliminando ou reduzindo consideravelmente as operações com zeros, colocamos
Lprimeiro os pontos diferentes de zero (2 ) e, em seguida, todos aqueles que 
são iguais a zero. (Fig. (2.III) e (2.IV)).
A economia do tempo de computação para o algoritmo da FFT de 
base dois é dada, aproximadamente por M|L + 2(1 - 2 )| - 1, onde K = M - L 
Se os dados amostrados da entrada, que são diferentes de zero, não forem um 
inteiro igual a uma das potrncias de 2, então L deverá ser escolhido cano o 
próximo inteiro maior do què lcç^N.
Na figura (2.III) apresentamos o gráfico de fluxo de sinal da 
FFT ccm 16 pontos amostrados, tendo as operações ccnplexas completamente re—  
duzidas. Cada conjunco de operações realizadas "in loco" é mostrado na figu 
ra (2 .III.1 ) e correntemente dencminada de "borboleta", e cada uma delas en­
volve adição, subtração e multiplicação complexas. Na figura(2.III) apresen 
tamos o gráfico de fluxo de sinal, destacando 4 etapas distintas, 8 borbole­
tas por etapa ccm 3 operações por borboleta.
Para o caso geral, são M etapas, N/2 borboletas por etapa ccm
3 operações por borboleta, dando assim, um total de 1.5NM=1.5Nlog2N operaçõs.
Na figura (2.IV), mostramos a FFT ccm pruning desenvolvida pa 
ra 16 dados amostrados na entrada. Todas as operações con zeros são elimina­
das. Pela figura observamos que o pruning é aplicado em três etapas, enquan­
to que na última etapa a sua aplicação não é possível.
* Ccm 2L dados da entrada diferentes de zero e 2M L iguais a 
zero, terros L = 1, número de etapas nas quais o pruning não é aplicável e 
M - L = 3 aquelas nas quais o pruning é aplicável.
A economia de tempo relativa ao desenvolvimento da FFT com o 
pruning é dada pela fórmula
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tr = |L + 2(1 - 2-K)f/M (71)
onde t é o tempo relativo, K = M - L e a equação (71) é válida semente para 
os computadores, cujo tempo de multiplicação é maior do que o respectivo tem 
po de adição [32].
Em [32] estão detalhados todos os cálculos relativos ã apli­
cação do pruning, bem cano são apresentadas subrotinas para o desenvolvimen­
to do mesmo, envolvendo a FTT para números fatoráveis unicamente em potênci­




t x (1 2 )
x (1 0 )
Fig.(2.III) - Gráfico de fluxo de sinal da FFT de 16 dados amostrados 
decimação em frequência. Os fatores de giro são defini­
dos por Wk = e(k/1ò) = exp(-j2ük/16).
X(3) + X (11)
e (3/16)|X(3)—X(11)|
Fig. (2.III.1) - Borboleta representando a computação da 
FFT de 2^ pontos amostrados (corresponde 
a uma das borbolrtas da fig.(2.III)).
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Fig. (2.IV) - Gráfico de fluxo de sinal da FFT de 16 dados onde somen­




"J (c* x 1+s*y1) , (c*y1-s*y1)| 
Fig.(2.IV.1) - Computação de uma das borboletas da figura 
(2.IV) com pruning.
CAPÍTULO III
3.0 - Introdução e Justificativa.
Faremos uma análise matemática, usando a transformada de Fou- 
rier, contínua e discreta, aplicadas ao estudo dos espectros das ondas, pul­
so emitido (cossenóide) e ondas de terra e ionosférica recuperadas pelo a- 
parelho recuperador de informação citado na introdução deste trabalho.
Desenvolveremos as equações relativas ao algoritmo na versão 
de Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), no qual está fundamentado o cálculo 
dos coeficientes de Fourier usando a DFT.
O pulso emitido pela estação emissora é cossenoidal de dura­
ção finita. A obtenção do espectro do mesmo e feita usando a DFT, a qual é 
obtida, conforme já mencionado, pela amostragem no dcmínio do tempo, trunca 
mento e amostragem no dcmínio da frequência, respectivamente.
O estudo detalhado da análise, ou seja, aquele comparativo / 
entre os espectros dos pulsos emitido e recuperado não será feita nesta tra­
balho, em razão de escapar dos objetivos do mesmo.
3.1 - Espectro do Pulso Emitido pela Emissora.
Obtemos o espectro do pulso emitido pela estação emissora a - 
través da transformada de Fourier do mesmo. Pela relação existente entre as 
transformadas discreta e contínua, de conformidade ccm os itens 2.1.9 e /
2.1.10 do capítulo II, podemos determiná-lo através da DFT, tendo em vista / 
que calcularemos seus coeficientes com o auxílio de computador, por termos// 
que desenvolver os cálculos duma função amostrada com um numero grande de/ 
amostras (pontos amostrados) .
3.1.1 - Transformada de Fourier Contínua.
Os coeficientes complexos C do desenvolvimento em série de 
Fourier da função f(t) com período de repetição T são iguais aos valores da 
tranformada de Fourier de Fq (us) em w= nu)Q = n2íl/T, multiplicados por 1/T, /
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onde f (t) é definida por: o c
fo (t)
f (t), |t| < T/2
, , (72)
0, t > T/2
A função periódica f(t) com período T é representada por,[02] 
f(t) = Z C / - ^ ,  (73)
n = -  co
com ^  = 2n/T, e os coeficientes determinados pela fórmula:
C ■= (1/T)/°° f (t)e'"^ najotdt. (74)
n -oo
Sabemos que
F0 (u>) - ^[ f 0 (t)J = C  f0 (t)e~jwtdt, (75)
enquanto que no intervalo -T/2 < t < T/2, fQ (t) = f (t) , o que nos leva a es 
crever a expressão (75) cano
Fq (oj) - f ^ l f(t)e_jwtdt. (76)
Visto que
Fo (na)o) = f ( t í e ^ ^ d t ,  (77)
podemos concluir que por (73) e (77) , temos
Cn = (1/T)F0 (nu0). (78)
Ccmo fQ (t) = cosajt, podemos calcular a transformada de Fou - 
rier de fQ (t) mostrada na figura (3.1)
F0 (w) - ^[fQ (t)] = ^[coswt]
= ^[(1/2)ejwt + (1/2)e~jait ]. (78a)
A transformada de Fourier de e^üio^ é dada por
f  [ e^coot ] - 2nô (to - w0) (79)
Portanto, a expressão (78a) pede ser reescrita como
iT[cosü)t] - IIô (co - ü)q) + nô (ui - uQ) (80)
Calculando a transformada de Fourier da expressão (73), temos:
= Fto) = r[ f Cne-3“ ot ] = ? Cn f  [ e ^ o 1] , (81)
n = —oo n---a,
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i.e., F(w) =211 E C 6 (oj - nto ) (82)
n= —00 **
Substituindo os valores de C , calculados no apêndice A deste 
trabalho, dados por
c = (d/T)2. n" f n <n M /T) .. ,e-j|nnd/T|, (83)
n IT - (nlTd/T)
0  que nos leva, finalmente, a expressar a transformada de/ 
Fourier da equação (81) cotio
ô (to-no)0 )7  [f (t)] = F(u>) = 2n(nd/T) 2 l s^n (nnd-/T)— _ . e j (n]ld/T)
n=- oo n - (nlld/T)
,o a\ o. c -j (nüd/T) (84)A expressão (84) mostra a fase e J ,
a qual resulta do deslocamento da função f (t) em relação â origem, salien -
tandn também a parte imaginária da transformada, conforme mostrada na figura
(3.VII).
3.1.1.1 - Transformada de Fourier Contlnua-Finita.
A transformada de Fourier finito está relacionada com àquela / 
que tem o intervalo de integração finito [2 0 ].
F (f) = /J f (t) e--^2 nfc)tdt, (84a)
onde f = (n/NT), frequência.
A transformada finita de uma função f(t) que existe entre os 
limites —OO G oo pode ser definida pelo produto f(t)x(t), onde
' 1 , |t| < d/ 2
x(t:) = -
0 , |tI > d/ 2
o qual limita a função ao intervalo -d/2 < t < d/2. Se a função for devidamen 
te truncada, pela reversibilidade da transformada podemos escrever
f(t)x(t) = /” F(f)ej2IIftdf (84b)
Na equação (84a), substituindo f(t) pelo seu valor, dado para 
um valor particular de f, temos
f(t) = r  F(f)eJ^ acdf (84c)j 2 Hf t—oo
F(f) = /J [ lZ F(f)ej2 nftdf] e - ^ V d t  (84d)
Desenvolvendo a expressão (84d), e enpregando a expressão / 
f °° 6 (u - x)f (u)du = f(x), chegamos ao valor
—CO
, r * , ___2
F (f) = sen2]TT(f - f ) + sen2HT(f + fQ) + j
sen ÍTT(f -fn) sen ITT(f + f^ )
nr (f - fQ) nr(f + fQ) J
Na figura (3.VII) mostramos o esboço da expressão (84e), acima 
citada. 0  deslocamento no intervalo de integração faz surgir a parte imaginá­
ria da transformada.
3.1.2 - Transformada de Fourier Discreta do Pulso Emitido.
A transformada discreta de Fourier do pulso emitido e contínuo 
é obtida através da amostragem no domínio do tempo, truncamento e amostragem/
no domínio da frequência.
A amostragem do pulso emitido no domínio do tempo, consiste em 
multiplicá-lo pela função amostrante A (t), também denominado de"trem de pul­
sos"; enquanto que no donínio da frequência e.la é feita através da relação de 
convolução.
Seja o trem de pulsos da figura (3.II), definido por
A (t) = ? ô (t — kTj , (85)
o n=-°° A
onde T representa o espaço entre duas amostras consecutivas que, de acordo / 
A
con o teorema da amostragem, deve ser maior do que o inverso do dobro da com­
ponente de maior frequência da transformada de Fourier da função contínua /
(T > 1/2f , onde f indica a fequência de corte).Pi c o
Quando 1/T = f , a frequência é conhecida como"Classe de A- 
A O
mostras de NYquist".
Multiplicando o pulso emitido por (85), multiplicação essa, / 
que tem sentido somente" no espaço íf definido em 2.1.4 do capítulo II deste 
trabalho, ou seja, dentro da teoria das distribuições, figura (3.III) , 
temos:
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f(t) = cos(2 nft) (8 6 )
f(t)An(t) = f(t) Z 6 (t - kT )
u  n=- o o  A
= Z f (kT.)ô(t - kTj (87)n=—co A A
0  truncamento é feito pela multiplicação da função amostrada/ 
pela função retangular da Fig.(3.IV)
x(t)
1 para -T/2 < t < T/2 + T 
0 para outros valores
(88 )
f (t)A0 (t)x(t) = [ ? f (kTA)Ô(t - kTA )]x(t) (89)
n=-°°
= f(kTA)Ô(t - kTA) (90)
Para eliminar o "rippling" definido por [07], introduzido pe­
lo truncamento da função no domínio do tempo, precisamos amostrar a função / 
truncada (90), convolvendo-a ccm o trem de pulsos definido por:(Fig.(3.V))
A1 (t) = Tq 6 (t - rTQ) (91)
onde Tq representa a duração da função truncada.
[f(t)A0 (t)x(t)]*A1(t) = [ V f(kTA)ô(t - kTA)]*[TQ 6 (t - rT0)]
f"_0° (92)
Desenvolvendo a convolução, do lado direito da igualdade,[07]
temos
f(t) = Tn Z [ Z f (kT.)6(t - kTa ~ rT )] (93)
Or_=-co ^ = 0 A A u
onde £ representa uma aproximação de f(t). (Fig. (3.VI))
A transformada de Fourier de uma função periódica é dada pe - 
la sequência de impulsos equidistantes [07], [13]
F(n/TQ) = J  Cn (f - nfQ), com fQ = 1/TQ, (95)
onde .C representam os coeficientes de Fourier, complexos, isto é,
Cn = (VT0 )/^"T/2f(t)e~j2 lInt/Todt, n = 0,1, 2 , ... (95)
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Substituindo-se £ (t) = f(t) pelo valor dado na expressão / 
(93), chemagos a
Cn = " > V !l f n n  To » X  "üô " * lf|t - kTA - rTo)e'32IInt/T°®;
Desenvolvendo a integração de (96) sobre um único período, /
[07] temos que:
N-1
Cn = Í o  íikV lT- f n 2 ®'j2nnt/T°«<t - kTA)dt
por
V  f(kTa)e-J2 nnkTA/To (97)
k=0 A
Cano T = NTa/ podemos reescrever (97) cano 
O A
C = V  f(kTje"32nnk/N' oom n = 0, 1, 2, ... (98)
n k=0 A
Finalmente, a transformada de Fourier da equação (93) é dada
P(n/NT ) = l V f(kT )e"j2IInk/N (99)
A n=_oo k=0 A
Sabonos, ainda que,
e~j2Hk _ ^ 3 2 ]^ _ jsen2íQc = 1, para qualquer inteiro.
Isso nos leva a situação de podermos avaliar sonente N valores distintos pa
ra a equação (93).
A função F(n/NT ) é periódica de período N amostras, o que e 
quivale a expressar a transformada de Fourier da equação (99) por:
P(n/NT ) = NÊ1 f(kT-)e"j2nnk/N, com n= 0, 1, 2, ..., N-1
A k= 0 A (1 0 0 )
A equação (100) representa urra aproximação da transformada /
de Fourier contínua e podemos representá-la por:
F(n/NT ) = V  f(kT )e“^2nnky/N, con n = 0, 1, ..., N-1
A k = 0  A (101)
onde a transformada de Fourier da função f (k.TA) periódica e amostrada é 
N(n/NTA).
A transformada de Fourier discreta e inversa é dada pela re­
lação (conforme [07], [06] e [14]),
f(kT ) = (1/N) E F(n/NT com k = 0, 1, . . . , N- 1
A (102)
O espectro resultante da expressão (1 0 1 ), representa uma a- 
proximação daquele obtido da expressão (84).
Quando o intervalo de truncamento é escolhido igual a um múl­
tiplo do período da f(t), a função amostrada no dcmínio da frequência com im 
pulsos equidistantes e separados por 1/TQ tem os seus zeros coincidentes com 
aqueles da função sen(f)/f, exceto no primeiro impulso, o qual corresponde / 
ao impulso no domínio da frequência da função original f(t) = coscot. Essa 
escolha, tem a vantagem de não alterar a transformada discreta de Fourier.
On exame das figuras (3.V) '1 e (3.VI). , mostra que nos tonamos 
a nossa função original no dcmínio do tempo, amostramo-la e multiplicamos ca 
da amostra pelo valor T .
A transformada de Fourier dessa função no dcmínio da frequên­
cia tem as respectivas amplitudes multiplicadas pelo fator Tq/2T^. O fator / 
T é conun e pode ser eliminado.
Finalmente, se desejarmos computar a transformada de Fourier, 
através da transformada discreta de Fourier precisamos multiplicar a função 
discreta no tempo pelo valor T . Podemos então, reescrever a expressão / 
(1 0 1 ), cano
N-1
F(n/NT ) = T. E f(kT-)e'j2nnk/N, com n = 0, 1, ..., N-1 
A A k=0 A (103)
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-V— -- !------T\ ! /
\  í  '
' I '\ | /
’O  /
Fie.(3.1) - Pulso emitido f (t) = coswt 
° o
d = 1/f = 25 micro-segundos
T = 1263 micro-segundos = PRP = 1/792 vezes/seg.
A (t) 
o














Fig. (3,V) - Trem de pulsos (91)
[f (t)A0(t)x(t)]*A1 (t)
N





























































































3.2 - Espectros dos pulsos recuperados:
Os pulsos recuperados pelo aparelho recuperador de informação 
onda de terra e onda ionosférica, respectivamente, são amostrados pelo re 
ferido aparelho, com um período de amostragem = 2 micro segundos.
A amostragem efetuada pelo aparelho está de acordo com o teo­
rema da amostragem, ou seja > 1/2fc, onde fc é a componente de maior fre­
quência da transformada de Fourier contínua f(t).
O período de :■ repetição do pulso, T é da ordem de 1263 micro- 
segundos, enquanto que o tempo de varredura é de 512 micro-segundos e o tem­
po de espera para o engatilhamento do próximo pulso é de 751 micro-segundos. 
O número de amostras N é obtido pelo quociente entre o período de repetição 
do pulso e o período de amostragem do aparelho. (N = T/T^).
Durante o tempo de varredura o aparelho recupera os pulsos / 
correspondentes a onda de terra e onda ionosférica, respectivamente.Ambas / 
vêm acompanhadas de ruídos aleatórios.
No apêndice C deste trabalho, acrescentamos uma tabela conten 
do as amplitudes, bem cotio altura e reflexão dos sinais recuperados. Esses / 
valores são aqueles tonados por base para os gráficos apresentados no capí­
tulo IV, no correspondente desenvolvimento dos valores obtidos através do 
computador.
Na figura (3.VIII) mostramos os pulsos recuperados, sem esbo­
çar o ruído, enquanto que na figura referida, os valores estão de acordo / 
cem aqueles registrados pelo aparelho recuperador de informação e colocados/ 
no apêndice "C" deste trabalho. Procuramos salientar na figura (3.VIII) os 




3.2.1 - Obtenção do Espectro dos Pulsos Recuperados Usando
Usando a Transformada Rápida de Fourier.
Podemos obter os coeficientes da transformada discreta de Fou­
rier através da transformada rápida de Fourier, para o que foram desenvolvi - 
dos os algoritmos por Sande-Tukey [07], Cooley-Tukey [05], [07] e Sande-Gen - 
tlemann [08], dentre outros.
Para o desenvolvimento deste trabalho, usaremos o algoritmo na 
versão de Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), baseado na equação (70) citada 
no capítulo II.
Fazendo N - P 1P2P3P4Ps 
n = n 4 + n3p5 + n2p4p5 + n 1p3p4p5 + noP2p3P4P5
k - ICq + k-|P-| + ^2P 1 ? 2 * k3P1P2P3 ^4P1P2P3P4
(104)
com: n0 ' k 0 " °' 1 
nl,k1 = 0 , 1
n2 'k2 = ° '  1 
n3,k3 = °' 1
V k 4 = 0 , 1
P -,-1




Usando os valores dados acima, reescrevemos a equação (70),
como.
P ^ l  P2 " 1 P 3 - 1 P4 - 1 P5 - 1
X(n4+n p5+n2p4p5+nip3p4p5+n0p2p3p4p5)= ZQ lQ £Q k =0
U 1 L 3 h
,x(k0 +k1p1+k2plp2+k3p1p2p3+k4 p1p2p3p4).e
-(n4 +n3p5 +n2p4 p5 +n1p3p4p5+nop2p3P4P5)
P 1P2P3P4P5
(105)
Através da propriedade da exponencial, e(X) =1 para qualquer / 
inteiro, podemos simplificar a expressão (105), obtendo.
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p r 1
X(n4+n3p5+n2p4P5+n lP3PAP5+n0p2p3p4p5) = ^  e
rnokoi p2-1
L p ] \ •kJo e fn1(kQ+k1P 1)lP 1P 2
H3-1
k^.o e









P 1P2P3p4p5 J x ( V k1P1+k2PlP2+k3P1P2P3+k4p1P2P3P4)
(106)
Fatorando a expressão (106), podemos colocar os fatores de / 
giro, denominados de "Twiddle Factors" por Sande (Sande—Gentlemannn, 1966/ 
[08]), para o lado de fora dos somatíoios:
pi: 1
rnoko
X(nA+n3P5+n2P4P5+n lP3PAP5+n0P2P3PAp5) = ZQ e L P,
m ^ o
V2-
p 2 : 1 
k^O e
r  n 2 ( k o + k i p i p -1
L
k o =0
í " 2k 2 l
•n3 ( k 0 + k 1p 1+ k 2 p 1p 2 )-
p 4 ~ 1
-n3 k 3-
L P ! P2 P3 J
e p3 J e L P 1P2P3P4 k > e L p 4 J
ri4 (k0+k1P1+k2PlP2+k3PlP2P3)l P5-1 [n4k4l
.e L P1P2P3P4P5 J k >  e L p5 J
(107)
Substituindo os valores numéricos nos respectivos coeficien­
tes, temos para equação (107):
N = 630; p ■= 2, p2 = 3, p3 = 3, p4 = 5, p5 = 7 (fatores primos de N)
X(n4+7n3+35n2+105n1+315nQ) = k ZQ e
noiSD. r ,k°i 2 ( V i l







4 0 1 /  J
lo e
3 e 90 k„=0 6 5
e 630 J k = 0  
4
.x(k^+2 k^  +6k2+18k3+90k4) (108)
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Podemos representar a transformada de Fourier complexa, atra­
vés duma multiplicação de matriz, X = Tx, onde T representa a matriz N x N / 
de exponenciais ccmplexas, definida por
t ^  = exp(j2]ínk/N) , com k = 0, 1, N-1, (109)
Usando o algoritmo da transformada rápida de Fourier, nós fa- 
torarros a natriz T em
T = P F ....F, (110)m 1
onde F^ representa o passo da transformada correspondendo ao fator p. de N e 
P representa a matriz de permutações.
As matrizes F. têm somente p. elementos diferentes de zero em 
i 1
cada linha e cada coluna, e podem ser particionadas em N/pi submatrizes qua­
dradas de dimensão p^. As partições são resultantes das reduções das multi­
plicações, as quais formam a base da transformada rápida de Fourier.
Cada matriz F^ pode ser particionada em F, = RiTi ^  ^ ^ / onde 
R são as matrizes diagonais formadas -'pêlos fatores de giro, mostrados na 
equação (107), e T\ pode também ser particionada em N/pi submatrizes quadra­
das e idênticas a cada uma das matrizes da transformada de Fourier complexa/ 
de dimensão pi-
A matriz de permutação P é usada porque a transformada resulta 
inicialmente, na ordem do "bit-inverso", conforme definido em [05], [07] e 
[08]; i.e., os coeficientes de Fourier C , com
n = V - l P m - V ^ I  + + n2 p 1 + no 
são encontrados na ordem (1 1 2 )
n* = n0p2 ...pm + nlP3 ...pm + ... + nm_ 1
Apresentamos no apêndice E, os gráficos simplificados, corren­
temente denominados de"borboletas", relativos as computações básicas efetua - 
das em cada um dos nós do gráfico de fluxo de sinal que representa a FFT com 
as operações complexas reduzidas. Os gráficos apresentados no referido apêndi 
ce não foram desenvolvidos de acordo com o algortimo na versão de Sande, mas/ 
sim, estão fundamentados na subdivisão da sequência de dados amostrados N em 
n subsequências, cada uma delas correspondendo ao respectivo fator primo de 
N (número de amostras). [11].
CAPÍTULO IV
4.0 - Introdução e Justificativa.
Desenvolvemos neste capítulo um programa para computar os coe­
ficientes da DFT, através da FFT, aplicada à equação (25).
O nosso número de amostras N, determinado pelo aparelho recupe 
rador de informação, citado na introdução deste trabalho, é fatorãvel em fato 
res primos arbitrários.
Este trabalho consiste em adaptar as subrotinas apresentadas / 
por Singleton (Singleton, Richard C., 1968 [16]), tomando-as aplicáveis ao 
nosso problema de características particulares, bem coro introduzir um pru - 
ning de zeros[32] para diminuir o tempo de ccanputação(tempo de CPU).
As modificações e a introdução do "pruning" não alteram os re­
sultados finais esperados. Todas as computações são realizadas "in loco"[05],
[07].
4.1 - Desenvolvimento do Programa.
0 algoritmo da transformada rápida de Fourier, conforme expla­
nações e cálculos desenvolvidos, respectivamente, nos capítulos II e III des­
te trabalho, se adapta a computação de expressões cano,
X(n) = V x ( k ) e _j2nnk/N, k = 0, 1, ..., N-1, (118)
k= 0
onde as sequências {X(n)} e { x(k)} são sequências de números complexos.
A subrotina FFT foi desenvolvida em [16], para computar os 
coeficientes da DFT, através da FFT, especialmente quando o número de amos - 
tras N é composto por fatores primos arbitrários. Essa subrotina também po­
de ser usada para computar a transformada inversa.
O desenvolvimento da referida subrotina foi feito com base na 
fatoração de Sande (Sande-Gentlemann, 1966, [08]), apresentado na equação /
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(70) e desenvolvida no item 3.2 deste trabalho.
A sequência dos cálculos seguida pela subrotina da FFT não / 
coincide com aquela apresentada na equação (108), razão pela qual introduzi­
mos algumas modificações na mesma.
A fatoração da matriz P de permutação, pode ser feita "in lo­
co", desde que N seja fatorado2 em
p i  = Para i < p-i
Neste caso, n será encontrado na ordem natural e n' na ordem do"bit-inverso", 
procedendo-se então à respectiva troca de Cn com C , se n < n 1.
Esse método consiste numa generalização do método reordenar / 
os resultados da transformada rápida de Fourier de fatores todos iguais a 2( 
base dois).
Antes de computar os coeficientes da transformada de Fourier , 
é necessário calcular os fatores primos de N, colocando os repetidos(fatores- 
elevados ao quadrado) em posição de simetria com relação aos demais fatores.
A matriz de permutação P é decomposta em outras duas matrizes 
correspondentes a dois passos, ou seja P = A permutação P^  está assoei
ada com os fatores quadrados de N, cuja troca é feita do seguinte modo:
N = P-1P2P3P4P5 ' com P-|=P5 e P2,p3'p4 relati-vaiTiente primos, são trocados / 
de forma que
n ~ n4P5P4*-*P-| + n3p4• • *Pi + ••• + niP"] + no
e (119)
n'= nQp5p4 ...p1 + n1p4 ...p1 + ... + n ^  + n4
A permutação P^  neste caso conduz cada elemento resultante da 
divisão dos elementos da subsequência N/p^, agrupando-os em subsequências de 
p  ^ elementos consecutivos.
A permutação P2 completa então o reordenamento, permutando as 
P2P3P4 subsequências dentro de cada divisão N/p^. Na subrotina FFT a permu—  
tação P2 é concluida fazendo primeiro a determinação dos ciclos de permutação 
para o "bit-inverso" dos dígitos correspondentes aos fatores livres de quadra 
dos, permutando a seguir todos os dados, seguindo esse ciclo[16].
A expressão (108) pode ser reescrita, colocando os fatores pri 
mos quadrados na posição de simetra.
N = 630 = p-^p^p^p^ = 3 x 2 x 5 x 7 x 3  
com p1= 3; p2 = 2; p3 - 5; P4 = 7 e. p5 = 3: 
temos então,
2 S INGLETON, R . C . , " 0 N  COMPUTING THE FAST FOURIER TRANSFORM". Commun,ACM. v o l .
10 pag. 647-654 .  o c t o b e r  1967.
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X(n/,+3no+21no+105n1+210n ) = E e 
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e 630
L 3





Efetua-se assim, a fatoração da matriz can a aplicação do 
fator de giro, o qual explora a simetria das funções seno e cosseno, confor­
me (111). Em outras palavras, fatorando-se a transformada de Fourier de / 
correspondente ao fator p^ de N, do que resulta no pruduto R/T^, de T\ uma/ 
matriz idêntica ã transformada N/p^ de dimensão p^ com a matriz dos fato­
res de giro (Twidlle Factor). Usam-se os elementos R^, na versão de Sande[08] 
, da FFT, conforme as equações (108) e (120), as quais formam a matriz diago 
nal definida por
r^ = exp(j2n/kk(mod k)[n mod kk)/k], n = 0, 1, ..., N-1, (121)
onde k = N/p^.. .p^ ; kk = p^k e os colchetes denotam o maior inteiro contido 
nos referidos.
O fator de giro multiplicando cada transformada de dimensão p^
dentro da matriz IV, tem ângulos 0 , 0 , 2 0 , (p^-1 }0 , onde 0 pode diferir
de uma transformada para outra, conforme o passo correspondente a cada um 
dos fatores primos de N.
Na transformada, correspondendo ao passo T\ existem N(p^-1)/p^ 
multiplicações complexas. O número de multiplicações complexas envolvendo a 
aplicação do fator de giro R^ é dado pela fórmula, [16]
i  N( P i ~ 1) -  (N-1)  ( 12 2 )
i-1 Pi
onde m representa o número de fatores de N, e na expressão (122) considera - 
mos a existência de multiplicação para os ângulos nulos (0 =0 ). O número de 
multiplicações complexas obtido através da equação (1 2 2 ) precisa ser sanado/ 
ao das multiplicações correspondentes' ao passo T\ .
A computação dos valores das funções trigonanétricas seno e 
cosseno é feita através da equação de diferenças
k+1 3k + n3. (123)
onde 0 k representa a sequência dos valores computados de exp(jG), enquanto /
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que o fator n é dado por
n = exp(jO) - 1 = -2sen(0/ 2) + jsen(0). (124)
Usando as equações (123) e (124), dispensamos os respectivos 
valores dessas funções armazenados na biblioteca do computador.
Pelas características do computador usado neste trabalho, cp 
tamos pelo cálculo com "arrendondainento aritmético de ponto flutuante", ao 
invés do"truncamento aritmético".
Um estudo detalhado da vantagem do uso do arrendondamento a- 
ritmético de ponto flutuante, foi feita por Sande (Sande-Gentlemann, 1966,/
[08]), enquanto que Singleton (Singleton, R.C., 1969, [16]) apresentou ta - 
belas comparativas do uso dos dois métodos mencionados.
Em cada um dos passos TV a transformada complexa de Fourier/
é fatorada por: 
p • -1
ak+jbk = n^0 (xn+jyn)[cos(2nnk/pi ) + jsen(2nnk/pi )] (125)
( P .- 0 / 2  ( p r D / 2
= x + E (x_+x )cos(2nnk/p,) - E (yn+y_ )sen(2nnk/p.) +
° n =1 Pi-n 1 n=1 Pi
( p . - 0 / 2  ( p . - 0 / 2  
j[y + E (y +y )cos(2nnk/p ) + E (x -x )sen(2nnk/p.)]
° n =1 n Pi n x n=1 pi
(126)
Na fatoração apresentada na equação (126) e naquela devida / 
ao fator de giro apresentada em (1 2 2 ), estão fundamentadas as reduções das/ 
operações complexas da computação da FFT. Em [16] encontramos uma analise / 
detalhada das reduções supra citadas, bem como o estudo relativo ãs respec­
tivas eficiências.
Para acessar a subrotina na computação da transformada de- 
Fourier de uma variável simples com N pontos amostrados, de acordo ccm as 
normas do FORTRAN, fazemos "CALL FFT (A, B, N, N, N, 1)", enquanto que para 
computar a transformada inversa a chamada é "CALL FFT(A,B, N, N, N, -1)", / 
onde o primeiro N repr^esenta o numero total (NTOT) de dados complexos da / 
entrada, o segundo N representa a quantidade de dados amostrados, o tercei­
ro N representa o espaço entre dois dados consecutivos (NSPAN), usado espe­
cificamente quando computámos a transformada de Fourier de várias variáveis. 
No caso da transformada simples, NT0T=N=NSPAN=NUMER0 DE DADOS COMPLEXOS DA— 
ENTRADA.
Os arranjos (matrizes) A e B contém, respectivamente, as / 
partes real e imaginária dos dados da entrada, indexados de 1 a n, os quais 
são trocados pelos coeficientes da transformada de Fourier complexa. Assim, 
a parte real de Cn é encontrada em A(k+1) e a parte imaginária em B(k+1), / 
oom k =0, 1, 2, ..., N-1.
Os arranjos AT(MAXF), CK(MAXF), BT(MAXF), SK(MAXF) e NP(MAXP) 
são usados para armazenar temporariamente os valores calculados. MAXF preci­
sa ser maior ou igual ao maior fator primo de N. NFAC tem capacidade máxima 
para 11 eleirentos (fatores primos). Quando N possui mais do que um par de 
fatores livres de quadrados (fatores repetidos), o produto dos fatores repe­
tidos precisa ser menor ou igual a 2 1 0 .
A subrotina REALTR completa a transformada de Fourier de 
2N valores reais (número de amostras), conforme item 2.3.5 do capítulo II 
deste trabalho.
Os dados da entrada são armazenados alternativamente nos ar - 
ranjos (matrizes) A e B, e são primeiro transformados pera uma transformada/ 
de Fourier complexa de dimensão N. Os coeficientes relativos aos cossenos /) 
encontrados nas posições A(1), A(2), ..., A(N+1) e aqueles relativos aos se - 
nos são encontrados nas posições B(1), B(2), ..., B(N+1).
A chamada das subrotinas, de conformidade com o FORTRAN, é fei 
ta na sequência:
CALL FFT (A, B, N, N, N, 1)
CALL REALTR(A, B, N, 1).
Os resultados precisam ser multiplicados por 0,5/N para dar o 
fator de escala usual, ou seja, para amnter a aproximação dos valores dos / 
coeficientes da transformada de Fourier contínua.
Para computar a transformada inversa, a chamada é feita na /
ordem:
CALL REALTR(A,B, N, -1)
CALL FFT (A, B, N, N, N, -1).
Neste caso, os resultados precisam ser multiplicados por 0,5 
para dar o fator de escala usual, conforme equação (103).
Os resultados correspondentes ao domínio do tempo são armaze­
nados alternativamente nos arranjos A e B, i.e., A(1), B (1),...,A(N), B(N).
4.2 - Programa para Computar os Coeficientes de Fourier.
0 nosso prograna para computar os coeficientes de Fourier, a- 
través da FFT, consiste na adapatação das subrotinas apresentadas por Single 
ton (Singleton, R.C. 1968, [16]).
Essa adapatação fundamenta-se na eliminação das partes que / 
não são usadas na solução do problema.
Os dados da entrada estão armazenados em um arquivo separado 
e são aqueles recuperados pelo aparelho recuparedor de informação citado na 
introdução deste trabalho.
No apêndice C, apresentamos os dados referentes a uma das co 
letas, sendo que esses foram os que usamos para obter os resultados apresen 
tados no final deste capítulo.
No apêndice A apresentamos o fluxograma esclarecido, deta- / 
lhando todas as partes que compõem o programa principal e as subrotinas.
O programa funciona segundo as explanações colocadas no item
4.1 deste capítulo. Para um estudo mais detalhado do programa, bem como do 
seu funcionamento, indicamos [16], já que nos limitamos apenas a estudar as 
partes que se adapatam ao nosso problema de características particulares e 
citado no capítulo I deste trabalho.
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//A S R P f rH R  J3 J  MT MJ JPSU * ■ MT Mo 3 . 2 N  TI3N 113 * * MSGCl A  S S - V » C L A S S = A i
/ /  MSGLHVFl = I 1 11 ) . f U Y =  10
/ /ST t iPO l t  x fl C FTG lC ú»LLASS-V ,S IZC-a32<
//FOR T .S YSI M ÜD *
C PRCGRAHA PIUUCIPAL l’AKA COMPUTAR ()S C ú E P I : IENTCS DF. F3URII-R.
0 COP VALCHCb CO MP 35 TOS.
U iM iN S IO N  A lo 3 l  I . ú ( t3  1 )
0 AT A A, 11/ <j30*O .0, o iUfcO .0 /
RHAC-tí» 1U1J N
i o i  f u r m a t:i ii
RE AU ( a i 10 0 I l A I I  ) . I = 11N•
100 FilhM.'.r ( IO F7 .2 I
1 T AM -6 30
CALt. FFT (A* li» IT.'M, 1T *. K i IT rtM, 1 I 
■CA 1.1. ir .ALTR (A, 1 , H  AM, 1>
WRITi. l:,, 300»
t.?, i T f  1 ò , 203 ) ( V ( L ) i L = l » JT A M j 
KR i  r r  , 3ci >
r tS IT L l í» ,  2001 { UIL ) ,L= 1 , 1TAP )
FORMA' ( lPü'c 15,3 )
F3RM'\Ti//. lí).1i ' VSLOFcS OC A*, / /  .
F ü t f r t n r i / / ,  10.Í, ' VALüM:S O F. ú ’ » H *
Cü 3 ( = l  » I T AM
a i  n = : ) . ' i / u , v i M S i <í< n A i  > ) * a ( i ) m h i  > * » , i ». >
01 U - . L J A T l  I»
3 CONTIMÜÉ
Wt\ I Tr C o , 313 )
KR 1T r. < O , 30-5 ) I 4 ( n  I I - l I O ÜO )
305 PORMAT ( lPí)£ 15.6 1
310 FOkMAT ( / /| 10X, 1 VAUlkf l i, P C ;P IA ( I ) I  , / / )
CA LL CP A F IC í i i , / i 1 TAM )
PHD
C AS OJAS CTUSTANTES SLGUINTfiS PR tC ISAM  C O IN C ID IR  COM AS 01MfcNSOES 
DAS MATRlt-FS»
SUCKC! JT 1 NE FF T l'-. 0» NTCT, M, NSPA .'4 r ISN )
O IM P IS IO N  ATI 23 ) i  C K ( 2 3 ) » 0 T I 2 3 ) ,  S K123 ),  \Pl. 
ü l M lM Í IO N  A ( l ) ,  i) ( 1) » N F A C l l l )  
t ' jU I  VALfcNCE ( I > I I )
PA XF = 2 1 
PA XP =20 ' !
IF !N . L T .  21 RETUÍ-N
i m c = i s :-4
KAO=U.3 * ATAN11.01 
S72=RA3/U.O  
C7 2~C 3S ( j 72 )
S7 i!?S fN (S72»
SL20=S^K1(3 .7 5 )
1F (1 SN . oE. 0) GO TO 13 
S7 2 = - S 72 
S l  20 = - S123 
RA D = -'-} D
FITC 0010 
FFU C C 20  
FF1C0C30 
FI TC GC 4Ü
FF 100050 
F-PT CO060 
FFT COO 70 
FFTCOObO 
FrTCOCVO 
F F T n 0100 
F F TOO 110 
f-FUO 120 
I- F 'I CO 1 CO 
FF TOO l'/0 
FF1 C/0200
r ftl-o?io
r F i 00 <’20 
FFTCO230 
. i: F 7CO 240 
F F T( 0 250 
r  FT 00 2l>0 
r-FTC-0 2 70 
F F 1 00 2(30 
Í F T 00 290 






F F T C O 360 
F F T CO 3 70
FFTCO3«O
FFTCOJVC 
F FT 00400 
F FTC0410 
F f T í 0 *2 0
ff rr.o 4 30
F F U 0 4 4 0  
» Í-TC0450 
FFT 00 4 í)0 
FF TOO', 70 




FFT CO *j20 
FFTCO 530 
FFTCO540 
F F T CO 550
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F I L EO FFTMW OSVSl A l  NUCLEü DE PROCESSAMENTO t>6 UNOOS
INC=-INC 
•10 NT=lNC*NTOT
k s = i m : * n s p a n
k s p a n =ks
NM=MT-INC
JC=KS/N
PAÜF = RAD*FL3M ( J C I* 0 .  S 
! = 0 
JP =0





N F A C M l» *
K-K/ 15
20 IF  ÍK- tK /16J-> lu  .EQ. CI G f T(l 15 
J3 3 
JJ=9
GO TP i 0  
25 M =• M»l 
NF AC M  ) = J 
K-K/J J
30 ( M.)0 ( K» J J I  . f O i  01 GC TD 25 
J= J»<i 
J J = j* » 2
IF  U J .  LE. M  GC! ÏÜ  30 
1F U  .GT. uO TO '»O 
KT=M
NF A( l ' ' v l  )=K
IF 1K .NE. l t  l = H U
GO 10 iO
40 IF  (K - lK /4 )* '«  .N E .  0) GC TO 50 
K- H ► l 




oO IF - ( « O I K t J l  .N T .  0) G.D TO /O H = M*l 
NF AC ( M » » J 
K= K/ J 
70 J= ( l J * l  1/21 * ^ 1
IF  (J  . L E .  Kl GO TO 60 
ÖO IF  U T  . t ü .  3 1 C.0 TO 1GC
j=  kt
90 (“= M* 1
NFACIM)=>NFAC( J I 
J*J-1
IF (J  .NE. 0) 30 TO 90
 ^KTC0560 














FFTOt, 7 ’.0 
F h T '0 720  
FFTOO 730 
FF TOO 740 
F F TOO 750 
FFT PO76C 
FFTC'Ö 7/0 
FF IC O 760 
FFTCO790 






FFT i;0 böO 




t-F T CO 910 
FFTC0920 
FFT00930 
FFT 00 940 
h F T C 0950 






F H  01020 
FF TO 1030 
FFT0104P 
FFT01050




FH.fcD FF TUN (ISVS1 Al. NULL Ll OC PROCESS MENT1' l/c OADGS
1 0 0 ' Sü  = K A ) !7  I” L ! J A T ( K S P A N ( 
C 0 = 2 » ) o i  IN I  S rJ I » * 2  
S0--5 1M ( S j » S O I  
KK * I 
1=1*1
I F l N F ' , t  I )  .NL. 2) CO
C TK ANSFi '(•' M O U .  FA TOP,
Tn coo





K l  =KSPAN 2^ 
k2 = KKt KS PAN 
AKcA(K2 )
BK = D ! <• 2 ) 
í I K2 ! - A I KK) -A*
et K2 )-i>i k k j- íU
Ai K K j = A ( KK ) »A«.
Ô( KKl=i» ( KK) HU 
KK“ K.2» k S PAN
I F (KK . L b .  NN I GU TO 210 
KK=KK-NN
I F (KK . Lc .  JC) Gd TO 210 
IF ( KK »GT. K S P \ N ) üO 1D ar-o
u  -=i.o-c j  
si--sn
K2-KK^KS PAN 
ÍK - A t  I -Al K 2 >
BK =!)( .\K ) - li ( K2 I 
A( KK ) ( KKI » M K 2 I  
Í.M KK 1=0 1 KkJ «■!} t K2 )
À( K,M = C I * jU - j l *  tii\ 
l i l  K2) = S 1 *AK*Cl»i5K 
KK = K.ií ♦ KS PAN
IF lK is  « L í  I 
K2=KK-NT 
C1 =>-C 1 
KK»K1-K2 
1F(KK n G Ta
NT) GO TO 2 30
K<; I Gü ro  230
AK = C I - I C 0*C I*- SO *$ I I 
S l= ( iO * C  l-C 0*S l I 1
AS TKES OECLAKA:C lS, CUE SEGJHH COMPENSAM H f^ftO T5 UNZAMNFITO. 
SE US Ak i  Rj< t  DJNDAM -NT 0 AF. I TMl'T 1CA t S J r iS T lTU A
C l =ak
Cl * 0 . 5 / I  AK**2*-S 1**21*0. 5
S l = C l « S l
C l = 0 lM K
KK=KKfJC
‘ IF ÍK p. „ l T. i\2 I GO TÜ 230 
K l=K l+ INC«- INC 
KK = U l- K S P A N ) / 2 * JC  
IFÍH.K „ L u .  JC » J C ) GO TO 220 
GO TU 100
F F T t 10 70 
F FlOlCÖO 
FFTC 1090 
F F T L l 100 
FFTOl 110 
F F 1C 1 120
F M I  1 130
FFTC1140 
FFTC1 ISO 
F F 11-1 160 
FFTO l 170 
FFTC l 160 
F F T C l190 
FFT ( 1 200 
F F T C l210 
i-FT( 1220 
l: F T ï • 1 ?! .30 
F FTO l  240 
i: M C I  2 SO 
F M U 2 6 0  
F F T 01 2 V 0 
F F T C l260 
F F T O l290 
FFTOl 300FM fi) :uo
F F T O l320 
FFTC1330 
F M C I  340 
FFT01350 
FF Tl; 13&0 
FFTC1370 
F F T O l300 
F F T O l390 
F F T O l400 
FFTOl 4 10 
F FT 0 14 20 
FF101430 
F M O I  440
F F T O l4 SO 
F F 101460 
F F T C l4 70
FFT01<,«0 
F F T O l490 




F F T O l540 
FF 101 SSO 
F FTOI 560
FILEO FFTHlV nSVSl Al NUCLtO Ut P* UCESS \HE'ITO l'E C<\3CS
C TR ANS FP ívM .’vürt 1)0 F*TCP 3 ICnDTGC P P C U N A L )
320 Ki=KK*-KSPAN 
KJ=K I < KSPAN
IF INI- *.C ( .Ml . t j.- lFAC ( 51 ) GO TO 330 
I F IK n .GT .2 1 )  j J  TC 350 
330 A K = / IK M
t‘>K =H t K.K. »
A J = A 1 K 1 ) +-A ( K2 )
Í»J = D<*1 » K2J
,í 1 KK) = <\K+AJ
Bl KK) = i>i\*ÜJ
AK=-C ■> 5$AJ »AK
t;K=-0.5*tJJ»-'3K
Í J r t . í . U l  í - A ( k 2 I  ) #S 120
Í3J = ( H( n 1 I —K (K2 I l*s  120
A l M  ) =)U - U J
B l K l )  = »K«-AJ
A (K Z )=AK »B J
8<K2 I=BK-AJ
KK =K2*-KS PAN
IF IKK . L T .  fW) CO TO 320 
k k = k k- n n
I F <K.\ . L ü .  k SPAM GU TO 320 
350 KK=213
GO t :) 700
C T K ÍN S F l IK iA D A  OU FATUK 5 ICOOIGO U PC Iú NAl J
510 C2=C 7<2**2-S 72**2 
S2 = 2o J-*C 72*S 72 
520 K1=KK*KSPAN 
KZ=Kl»-K.SPAN 
K i = K2*-KS PAN 
K4=K3H<S PA.N 
A K P ^ A lK l  
AKM=A< K l  ) - A I K 4 ) 
i)< P= o I K 1 I * 3 IK 4 I  
BKM=l5l K l  )-ü IK ' i l  
A J P = /'• I k.2 ) +l \ U  3)
AJM = M  K2 )-A (K 3 )
BJP=òl K2 ) <-ti t «.31 
l!JM = ò(K2 i -3 t K 3 I 
AA=AIKKJ 
Bii 1H ( K K )
A l KK)=A* ♦ AKPt-'VJP 
0( KK ) = ütl HtKP*- JJP 
AK =AívP,>C 72»AJP*C 2*-AA 
u;<=[UP*C l i *  i3JP*C 2*-B0 
AJ=AKM*S 7 2 *■ A J M <■ S 2 
OJ=BKM*S72*JJM+S2 
Al K l  MAK-OJ 
Al K4)=AK fUJ 
e i K l )  = «Kí-AJ 
0 (K4 )=bK -A J
F F T C I570
F FT 01580 
FFTC1590 
F F T M  600 
F F TO 1610 
F FTC I 620 
F FT C l 630 
F FT01640 





F FT Cl 700 
F F T 0 1 710 
F F TO17 20 
FFTO I  730 
F F TOI 740 
F F T 01750 
FFTC1760 
F F T G1770 
FFTU17uU 
F F T G1 79l) 
FFTOl800 
FFTC lÔ lO
F F T O l620
F F T O l830 
FFT0184U 
F F T O l»50 
F FT C l  Ö60 
FFT01870 
F FT 01080 




F F T 01930 
FFT0194C 
F F T O l950 
FFTOlVoO 
F F TO I 9 70 
F F T O l960 
F F TOI 990 
FFTC2000 
FFT 02010 
F ( T02020 
F F T 02030 
F FT02040 





F UEO FFTmTV USVS1 A l NUCIHO DE P*üCtbS<xMEMTO Of. DADOS.
MAXf > GO TO 99b
M “ AKP*C 2*AJP*C 72»AA 
Drf.s.(iivP*C2*il jP<‘C. 72»UÜ 
Í  J =>Ai<.M*5 2~A JM *S 72 
BJ *bKM'>S2-iJJM*S 72 
f i l  K.2) =AK-UJ 
A ( K3 ) - AK.+U J 
e i K.2 )=>!!!<. »AJ 
e i l U l  = 8K-ftJ
• KK=K4+KSPAN 
1F(KK o L Ta NNJ £0 Tü 520
IFU * .  o LE o KSP.a.NI 00 TO 520 
GO TO 700
TP.ANSFOMAOA DOS FATORES IMPAkfcS
600 k=--n f .« : i ï  )
US r-NN = KS PAN
KSPAN=K.SPAN/K
If- IK .EO .  31 00 ÎO 320
IF (K .EQ . 5 ) liO TO 510
It- IK  .E U .  JF )  r, a  10 640
JF=K
SI =UAU/FLOAT lK i 
C l=C 05 (S  11 
S I 3SÍ M( S l )
i f  ( j r  • g T«
CKI J F 1 =1»0
5K ( j r i = o . o
J® 1 .
630 C K ÎJ )»C K ( lC f  * Ç l i- $K tK )* S l  
SK 4 J I  = c K. ( K ) *S 1 - SK ( * ) *  c l  
K=K-1
C«UK) = C M J  »
S 'K ( K ) = - S K ( J )
J = J » l
II- Î J  .LT  .  K ) ÜD TO 630
640 Kl
K2=KK.t-KSPNN 
A \ ‘ f \ K K . )«a = Üli<K)
M  =AA 
BK =* 3ö 
Ja l-
K1 -K l  KS PAN 
'6 5 0  *2=K2-KSPAN 
J 3 J»1
AT ( J I = A t K i  > *-^£.<21 
AK=AT( J J »AK 
Of ( J ) = a t  K l»  *-a ( K. 2 *
BK*bT( J ) »ÜA 
J a J* 1
AT t J I 3 A I K l  ) -A t K 21 
BT IJ>  = a ( k l ) - ô U 2 l
k i =k u k s p a n







F F T C 2160 
FFTC?. 170 








FFT 02 260 
F F TC2 2 70 
FFTC2 2ÖO 
















F FT02 450 
FFT02460 
F FT02 4 70 
FFTC24HÛ 
F F TO 2 490 
FF 102500 
FF T02 510 
FFTC2520 





F F T 02 5b0 
FFT02590 
F FT 02600 
F FT 02010
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r l i e o  FF TM I V OS VS 1 A l  NUCLEI' UE PUICESS-.MC-NTO DE D O C S
iF  (K l  . L T .  K2» GO TO 6!>0 
/.( KKI = AK 




660 K l»Kl»KS*>AN 
K2=K2-KSP/m4 
J J= J  .
J)K=A*
HK = Bd .
AJ =0. D 
UJ=0.3 
K= 1 
670 K= K *■ 1
AK *AT I K I *C K (JJ )+AK  
liK =ÜT t K ) ( J J ) »BK 
K=K*-l
AJ=AT< \ ) * S M J j I +AJ 
DJ =UT t K J *SK : J J I t|)J 
JJ *JJ«-J
I r ( J J . G r .  JP ) JJ  = J J-JF
IF  ( fit . L T .  JF»  GO TO 670
K3 JF-J
/SI K l  >=AK-QJ
Bt K l  I = bK *AJ
Al K2 ) = AK ♦ ÜJ
LM K2 > = i)K-AJ
J^ = J M
IF t J oLTn K ) 03 Tl) 660 
KK = KK*KSrî>HN
IF (K-\ . L E .  Nli) GO TO o4C 
Ki\=Ki\-NN







F FT02 6UI/ 
FFT 02 o90 
FFT02 7C0 
FFT02710 
F FTG2 720 
FFTC2730 
FFTG2 740 
F FT 02 750 
FFT02 760 



















C MULTI PL IC4  PELU FATCK OE G l l < r  ( fcCXETO, il F4 TOR 2) FFT02960
700 I F ( I .E U .  M) Gü TO OOC 
KK = JC«-l 
710 C2 = U 3 - C D
SI =SÜ 
720 C l  =C. 2 
S2=S l
KK=KK*KS pan  
730 A K = 4 U K )
A(KK) = C2«‘A K-S2*8 î KKJ 
b (K K ) = S 2 *AK*C2*blKK>
KK =KK» KS PNN
I F (K* „ L E .  NT » GO TO 73 0
AK “ S I * S2
S2=S1* :2  »C l*S2
C2=C1*C2-AK
KK aKK-NT *KS PAN
IF ÍK K  „ L F .  KSPNN) GO T J  7 30




F FT03 COO 
FFT03C10 













FILEO FHTMIV OS VS I A l  NUCLEO UE PROCESSiMESTO UE D4DGS
S l = S i * i S O C  1-C J*S1 )
C AS THES DECLAkACJLS SEGJ K ITES  CONPENSAM U ErtfO DE TKUMCAMENTO.
C SE USAK &P.Hfcl)ONJ>MENTn At-'I TMCT ICO POOE ü l iLCTA*.
C l= 0 .5 / (C 2 ** 2* S 1 *< '2> »0 .  5
S l “C l * S l
C2=Cl*Cü
k k =k k - k.s p n n *j :
IF  ( KK . I E .  KSP*.N) GC TD 720 
KK=KK-KS PAN *JC»- INC 
I F IK K . L E .  JC«-JCJ GO TO 710 
CO TO 100
C PEJW'JTA IS  RES ULTAOOS P A M  0RO:M N O R M A L . F E 1 T 0  EH 0 3 1 S ESTAGIOS. 
C PEfmjTACAO PARA OS FATGKFS UiJ;-TRADOS OE No
800 N P ( 1 I = KS
IF  (KT .EU . 0 )  GO TO 890
l U K W T M
IF  (M . L T .  \) Pt= K-1
J=l
NP ( K. *-1 ) = JC 
Ü10 N P<J»1 )=NP <J )/NFAC <J )
M> (K)=NP U * l >  *NFAC ! J)
J= J U  
K= K- l
IF 1J . L T .  K) GO TO a io  
K3=NPIK* 1)




C PEPKUTa CAO PARA A TR..*NSF CANADA ENVOLVENDIj VAFtlAVEIS  S IMPLES«
820 AK-=MKKI
A t KX ) - A i K2 >
A IK 2 M A K  
OK =il I <K i 
B( KK )=0 I k2) 
e( K2 > = !)K 
KK=KK*INC 
K2=KSP\N»K2
IF (K2 ol. T. K.S) GO TO a20 
830 K2 *K 2- M P IJ )
J = J * l
K2»NPI J*-1)*K2
IF I K2 .GT. NP< J )> GU TO 830 
J= I
840 IF IK is  . L T .  K2 ) GO TO 82C 
' KK =KA* INC 
K2 *KSP *\N *-K2
IF (K2 . L T .  NS» GO TO 040 

























FF T 03 390 
F F T 03 400 














F H  03550 









F ILEO  Ff-TMIV OSVS1 A l  NUCLEC’ OG PR iICcSSA .HkNTO UK DADCS
JC=KJ
d‘JO IF  t 2 M T » l  . 0 * .  H( RETUfcN 
KS PNN = NP ! k.T +1 )
c PE»MU íAC<St) PAKA OS FATOKES DE N, LlV^tS u t  uUADRADU.
J= M-KT 
NF AC I J ♦ 1 I = l  
900 f\F AC U  » = \F AC( J • *NFACIJ  »1»
J=J-1
IF  I J .  f!E . KT I GO TU 900
KT=KTt-l
N.'4=NFAC( Kl ) -1
IF  (NN .G f  » MAXP) 00 TO 99a 
JJ  =0 
J= 0
GO 70 9 ) 6  





TF ( J J  . 0 £ .  K?.» GO TO 90 2 
NP < J ) 3 J J 
906 K2 =UÍ‘ \C ( >
K-: KT ► 1 
KK=NFAC<KJ 
J=Jt- l
IF  ( J .LE . NN) GO TU 90'»
C ÚETF:!'N1N\ OS OS CI CHIS DC PEKHUTÍCAU OE C3*P« IMENT0 MAIOR QUE U
J= 0
GO TO 91 4 
910 K =KK.
KK-NP! K )
N P1K )= — KK
l F (KX. .NE . J t  00  TO 910 
K3 = KK 
914  J=J*1
Kl< = N P lJ )
1F !KK .L  f .  0 )  0 0  TO 91'» 
IF {K K d Ni:0 J ) uO TO 910 
NP <J l= - J
I F ( J . NE . NN) jO  TO 9 14 
M 'XF- lNC *MAXF
C REGHOEN‘\ A C a ,  SEGUINDO JS CICLOS DE PtKMUTAwAO
GU TU 950 
924  J=0-1
IF íN P ( J í o L f .  0 )  00 TO 924 
JJ=JC 
926 KS PAM=JJ














FFT03 7 70 
FFTC 3 7tiO 
FFTCá 790 
FFTU3U00 




FH 03C 50  
FFT Oj b60 
F FT 03 870 





FFT C'3 930 
FFT Cá 940 
FFT0J95C 
FFT03960 
FFT C3 9 7C 
f  FT03 9ti0 
FF TO3990 
FFTO40C0 
H T04G 10  
FFT04020 
FFT04030 
FFT t “»C40 
Fm * »05 0








FU.E0 FF TM i V GSVS1 A l  NOCLFG DÊ P I  ÜCESS ÁME^TO OE DADOS
JJ =.) J- KS pau  
K-NP(J )
KK=JC*K» 1 1 U J  
K l =KK»KSPAN 
K2 -O 
9?« K 2 = K 2 f1
A T ( K 2 ) = A ( K l )
BT ( K2 ) = b (K l  )
K l = K l  - INC
I F l K l  oN!':o KiO GÜ TO S2B 
932 K 1=KK*k SPAN
K 2 = iU - J C * lK » N P U l  >
K - - N P U )
936 Al K l ) -  A ( K2 )
0( K l )  = t i ! K2)
K l  3K l-  liJC 
K2 = K2- 1 Ni’,
. I F ( K l  .N E .  KK) GO Tü 936 
KK=K2
I F ( K  .NE . J ) GU TO 932 
KI--kK«-kS l ’AN 
K2 =0 
940 K 2=K 2U
A (K 1 )= A T (K 2 )
t > ( K l } = b T U 2 )
K l= K l- lN C
IF ( K l  o N t i. KK í GO TO 940 
IF  l J J  .N E .  U) GO TO 926 
1F (J  l )  GO TO 92 4
950 J= K3 *-1
N Í= N T- k SPNN
I I  =NT-INC*-l
IF  (NT .GC. 0) GO TÜ 924 
Rf TUM
C E NCONTK A ~JDO ERRJ POR IN S U F IC IÊ N C IA  ()E AKM A/EM  MENTO NA MEMÓRIA
99 í) ISN=:J
PR INT ■)9 9 
ST IIP
999 Fü IM A T ( 2 X , • EXCEDEU A CAPACIOAOE UI) ARRANJO CENTR3 DA SÜb FFT« ) 
END
C SU8RCTINA RE ALT K CUMPLETA A Tf* F PARA V A lO h tS  PEA IS .
SiJüROJTINE R E 4 1 T M A ,  tt, N, 1 SN)
D IMENSIUN A l i )  , U ( 1 í
PI-At IM
H C  = IM1SS ISN)
NK=N*INC *-2 
N iU f lK /2
S0*2».T * MAM ( l a ?  ) / F IG A 7 ( N)
CO -2 . )* S ZN( SÓ I *■ *2 
S O = S IN (SDfSD l 
SN=0. D
F T 04 130 
FT< 4140 
FT(>4 1 !>0 
FTL4 160 
F T 04170 
FT l'4 lbO  
FT04 1V0 
FT04200 
FT 04 210 
FT04220. 


















FTO** 4 10 
FTC.4 42C 
f TO*430 
F T ( 4440 
F104 *50 
F T 0 4 4 60
F TC'. 4 70
FT04 400 
FT G't490 






H l 4  560 
FTO*5/0 
F1 (■‘»SUO 
 ^T<. 4 590 
F T ( 4600 
F l  O1* o 10 
FI T 0*i 620 
FF1C 4630
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F ILEO  FFTM IV OS VS I M  N C t lE O  l ) t  íMUCESSaMENTO Oc CHDGS
IF U S N  . L T .  0 )  GO TO 30 
CM = 1 .13
A<Nis-1) ’ A<I  I 
B ( NN-1 ) = tri í I  >
ID D.0 23 J = 1 1 NH» INC 
X*NK-J
M - A ( J I * A ( K I
Átl=,M J ) - A U  >
UAsolj)ftí(K t 
U Q = » ! J ) - u U >
R'.: =CN*bA >SN*'\0 
I.M = SN*»A-CN*A<i 
Ü <K I= IM-Uß 
6! J) = WU Btt 
At K I =AA-kE 
A (J »= U «- kE  
A4»CN-IC Ü<"CNfSJ*SN)
SN = ( SO ’*0 N-CO*S*N ) *5 N
C AS 1PES OECLiRACQES S lGU INTCS CTMPCNSiVH Û Eri. MJ ÜE W  JN2 A MEN TO. 
C SE USAR ÀR^ECGNÜAMINTO Afi f J METI CO» SJ l iS T ITUAU  
C CM=AA
CN =0o 5/ ( /A**2*SN**2 
SN=CN*SN 
20 CN=C?nI*AA 
RE TUR N 
30 CM=-1•0  
SO=-SD 
GO TO 1.0 
EMU
b
FFT Í. 4640 
F FT04 t>50 
F T O'* 660 
FTr.4o70 
FT t 4 680 
FTC4t,9C 
ET04 700 
F i t  4710 
f-T Ci  ^720 
f T  04730 
F-TO'i 740 
FTC 47i>0 
F TC4 7c>0 
FT IV» 7 70 
F T O't 7BC 








F T04 Ö 70 
FTf-4680 
F T C <*090 
F 104 900 
F lt '4910  
F T(>4 920
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4.3 - Desenvolvimento do Pruning.
A eliminação de operações com zeros (pruning) desenvolvida / 
por Markel (Markel, John D., 1971 [32]) para a FFT de base dois (números fa- 
toráveis em potências de base dois, unicamente), com base no algoritmo de / 
Sande (Sande-Gentlemann, 1966 [08]), foi por nós testada no computador da 
UFSC, modelo IBM-4341 do Núcleo de Processamento de Dados (NPD).
Usamos o programa apresentado no item 4.2 deste capítulo, no 
qual introduzimos pequenas modificações, ou seja, acrescentamos um ruptura/ 
de sequência incondicional, mais precisamente um " GO TO" controlado (compu 
ted GO TO) na parte correspondente â transformada do fator 2 da subrotina / 
FFT e obtivemos uma economia de 0,02 segundos. Mais precisamente, coirputa - 
mos a FFT do exemplo citado no item 4.2 do capítulo II deste trabalho e ob­
tivemos um tempo de 0,09 segundos na corrputação direta, enquanto que com o 
uso do pruning supra citado obtivemos um tempo de 0,07 segundos, o que cor - 
responde a uma economia de tempo da ordem de 30%. Rn ambos os casos usamos /
o compilador WATFIV.
Nos propusemos, também, a introduzir esse pruning na solução 
do nosso problema, que tem características particulares, ou seja, das 630 a- 
mostras apenas 21 delas são diferentes de zero, visando assim obter uma dirrd
nuição do tempo de CPU.
Como a transformada é calculada para cada um dos fatores pri­
mos da entrada, precisamos analisar a ordem de entrada dos referidos fato - 
res. A ordem de entrada é aquela da equação (120).
Para o primeiro fator, 3, a sequência dos pontos amostrados / 
(x é dividida em outras três subsequências com 210 pontos cada uma, onde/ 
essas, tem apenas 21 pontos diferentes de zero. Para o segundo fator, 2, ca­
da uma das três subsequências é agora dividida em outras duas com 105 pontos 
cada, tendo 63 pontos diferentes de zero. Em suma, para o primeiro fator te­
mos um total de 63 pontos diferentes de zero, enquanto que para o segundo fa 
tor são 126 pontos diferentes de zero.
A introdução do pruning foi feita diretamente na subrotina / 
com a introdução das rupturas de sequências condicionais ou incondicionais. 
No primeiro caso, usamos um "IF" lógico, e no segundo caso usamos um "GO TO" 
controlado (computed GO TO).
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No entanto, em ambos os casos, observamos um aumento do / 
tempo de execussão (tempo de CPU) da máquina.
Esse aumento é da ordem de 50 centésimos de segundo para o 
carpilador WATFIV, e 01 segundo para o compilador FORTRAN OSVS1, ambos do 
ccnputador IBM-4341 do NPD da UFSC. Ou seja, obtemos um tenpo de 2,56 se - 
gundos e 7,36 segundos para os compiladores acima especificados, na compu- . 
tação dos resultados sem o pruning, respectivamente.
Julgamos, através de um estudo mais detalhado, que o aumen­
to de tenpo referido , deve-se a dois fatores:
i) - Corplexidade das borboletas em cada um dos nós relativos ao gráfico / 
de fluxo de sinal, i.e., para a base dois as borboletas, além de serem bas­
tante simples, se repetem em cada um dos passos da fatoração, enquanto que, 
para o nosso caso, as referidas borboletas são mais complexas(envolvem ma­
ior número de operações conplexas) e, em cada passo, são diferentes umas / 
da.q outras (Veja apêndice E deste trabalho).
ii) - A estrutura interna do computador, i.e., ele gasta menos tempo de CPU 
para fazer as operações complexas exigidas na solução do nosso problema, do 
que para executar as rupturas condicionais, ou incondicionais das sequências 
usadas. No entanto, esta última conclusão é fruto de uma estudo superficial, 
já que não dispomos das ferramentas necessárias e suficientes para desenvol­




Nas tabelas a seguir, apresentamos os valores obtidos na com 
putação das equações (103) e (120), onde a primeira representa a FFT, e a / 
segunda o algoritmo da . referida transformada na versão de Sande[08].
Em virtude da decomposição usada por Singleton [16] e apre - 
sentada na equação (126), os valores da saída, representam os coeficientes/ 
de Fourier das formas de ondas de terra e ionosférica, respectivamente, e 
estão divididos em partes real e imaginária da transformada correspondente.
Os gráficos apresentados foram obtidos diretamente dos ré - 
sultados da computação e precisam ser arranjados para representar o gráfico 
real da transformada de Fourier. Isto porque, a transformada discreta é si­
métrica em relação a n = N/2. Os resultados para n > N/2 são aqueles rela­
tivos à frequência negativa e por esse motivo representam a transformada re 
lativa àquela da forma contínua, convencional.
A subrotina para o traçado de gráficos também não apresenta/
o escalonamento desejado e por esse motivo precisa ser rearranjada adequada 
mente.
Os pontos intermediários não foram reproduzidos por estarem/ 
muito próximos do zero, razão pela qual não há interesse nos mesmos em nos­
so estudo.
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CONCLUSÃO
Ao concluirmos este trabalho, de uma realização pessoal muito 
gratificante, esperamos ter dado uma contribuição significativa e de suma im 
portância ã pesquisa realisada pelo Grupo de Radiociências de Gaspar e por 
extenção, ao Instituto para Assuntos Espaciais(IAE) e Centro Tecnológico da 
Aeronáutica(CTA), no estudo da Anomalia Geomagnética Brasileira.
Este trabalho proporcionou uma economia do tempo de cornputa - 
ção (tempo de CPU) da ordem de 5291%, com relação ao método atualmente em 
uso pelo Grupo acima citado. Em outras palavras, a determinação dos coefici­
entes de Fourier feita através do referido método consome um tempo de CPU da 
ordem de 2min 18seg, enquanto que o aqui apresentado reduz esse tempo para / 
2,56 segundos. Em ambos os casos, usamos o compulador WATFIV.
Cabe ressaltar também, que o método atualmente ainda em uso, 
destina-se exclusivamente a números de amostreis decomponíveis em fatores pri. 
mos iguais a 2 , unicamente, enquanto que este pode ser aplicado ã referida / 
base e, especialmente a números de amostras fatorãveis em fatores primos ar­
bitrários. Ou seja, para o primeiro caso são usadas 512 amostras nos dados/ 
da entrada, enquanto que para o segundo, usamos 630 amostras._
A economia do tempo de CPU e de custos fica evidenciado, quan
do ressaltamos que dur ante um ano são recolhidos e analisados em tomo de
78 x 1 0  dados, com amostras recolhidas a Ccida tres minutos.
Como contribuição deste trabalho de pesquisa, sugerimos o es­
tudo e desenvolvimento de um novo programa para ccmputar os coeficientes da 
DFT no qual. seja possível aplicar o pruning para diminuir ainda mais o tem­
po de CPU, e também um estudo comparativo entre os sinais emitidos e recupe­
rados pelos aparealhos emissor e receptor, resjlectivamente, tendo por base / 
os resultados obtidos através da FFT, dos sinais correspondentes.
APÊNDICE A
A.1 - Cálculo de C : n
Seja a forma complexa da série de Fourier,
f(t) = Z (A.1)
n=-“
com C a determinar através da fórmula 
n
Cn = (1/T) f* costút.e_^n,aJotdt, (A.2)
onde co = 20/d, oj0= 2n/T, i.é.,
Cn = (1/2T) (e^ wt + e"^wt)e"^n *a,°tdt
= (1/2T) (e^ ^  n -ab^t + e-  ^( w+ n ‘ÜJ°^t)dt
J____[ (ej (to-nu0 )d_ 1 ] _ 1 [e-j (u+nu0)'d _ 1 ^
2Tj ( (jj-n.aj0) 2Tj ( w+nto0)
Evidenciando as exponenciais e multiplicando e dividindo por /
d/2 , temos:
d.ej <ü>*nojü)d/ 2   ^ d>e-j(ü>-no^)d/ 2
‘n
= 'e - -------  sen (uwuo0) d/ 2  + — :------------- sen(co+ ncüo)d/ 2
2T (u>-nu)0' 2T (co+ra )
(A.3)
Calculando,
(w- nw0 )d/2 = (2H/d - 2nIId/T) = n - nüd/T (A.4)
(oo+ nojD)d/2 = (2n/d + 2nIIà/T) =11 + nIId/T (A. 5)
sen( Í1+ nlld/T) = -sen(nüd/T), (A.6 )
sen( n- nFId/T) = sen(nüd/T), (A. 7)
cos( n+ nlld/T) = -cos (nüd/T), (A.8)
cos( II- nüd/T) = -cos(nüd/T). (A. 9)
Substituindo os valores de (A.4) até (A.9) em (A.3) , temos:
j j (u>-nwo)d/ 2  j ~j (oj+no^ Q) d/ 2
C = --------------. sen (nüd/T) d/2 - — -------------* sen (nüd/T) d/2
n 2.T( ü-nüd/T)d/2 2.T( ü+nüd/T)d/2
(d/2T) sen (nJId/T) [
(d/2T) sen (nfld/T) [
(d/2T) sen (níld/T) [
cos (n-n d/T) + jsen (ÍI-n.Hd/T) cos (fl+nfld/T) +jsen (fl+nfld/T) ^ 
n + (nFId/T) n - (nïïd/T)
cos (nïïd/T)- jsen (níld/T) _ cos (nlld/T) - jsen (nlTd/T) ^
II - (nrid/T) n + (nnd/T)
-j (nnd/T) -j (nlld/T)
n - (n d/T) n + (nIId/T) ]
(d/T) 2 nr!sen (nfld/T) e-j (nild/T) 
fl2 - (nlld/T) 2
(a.1 0 )
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A. 2 - Fluxograma.
Apresentamos aqui o fluxograma ilustrativo do programa usado na 
canputação dos coeficientes de Fourier através da FFT.
0  fluxograma evidencia o programa principal, no qual é feita a 
leitura dos dados, o acesso ãs subrotinas FFT, REALTR e, no caso de interesse, 
pode-se também acrescentar a subrotina GRAFIC, apresentada no apêndice D e, em 
consequência, a impressão dos coeficientes de Fourier complexos(parte real e 
imaginária, bem cano os valores de em módulo) .
A subrotina FFT é dividida em partes, onde cada uma delas desem 
penha funções imprescindíveis na computação da transformada de Fourier,ou seja:
a) - determinação dos fatores de N(número de amostras);
b) - transformada do fator "2 ", incluindo o fator de giro;
c) - transformadas dos fatores "3", "5" e ímpares, bem como as respectivas mui
tiplicações pelos fatores de giro feitas numa única parte para cada um // 
dos fatores citados;
d) - possibilidade de opção pelo uso do arredondamento aritmético atraéésjáo/
ponto flutuante, ou do truncamento aritmético;
0 ) _ permutação para a ordem normal, envolvendo os fatorea quadrados(repetidos) 
e aqueles livres de quadrados;
f) - determinação dos ciclos de permutação com duração maior do que um;
g) — reordenamento dos coeficientes A e B segundo os ciclos de permutação.
A subrotina REALTR completa a transformada de Fourier para 2N 
valores reais, usando as equações apresentadas no capítulo II deste trabalho/
e, incluindo também a opção pelo uso do arredondamento aritmético através do 
ponto flutuante, ou do truncamwnto aritmético.
















K 5 ^ * 1 = 0
f tr i JF*(J
\
©
Ci/M.-.. MüLUStàfi /y c,.Zo















C i ^  *
Cmí-;- cöwf- c*Lo T6.Cfijx.AM 6*1 TO
Üi/}jViO W 1 - iJ/to, ÙCM1Z.
!
C i C Z
0 1
(ä> ©  ©
-  1 0 1  -
<S>
&
k  ' «-„I
A> •- M  r i
urtc 3k C./J I
X - J
K'r -* I *  







—I---Cor*-\ - Ktrt-JíP rAUiCi- ÜL [f*J !Nbc t'jfi)€J
J-. k-<t 
HOKIJ * 11
\ 1J wr/!M j)
JT= 3'J-
®  ©  ©
- 104 -
©
a  si }■*
y -
<p <. >- 
C^El











Am> 6 k.’IK ß jp  »0 /t< 83 
Rm V 4JP gjni flin-.i 8<
6«.? AJW /)fl j5it*l A3 41m
I I
s  ©  ©  @
- 105 -
r * 7 "  A-’. f\) >■'
j fil I >'r. 6-1 01' >> I s "  },|
‘ r 1 !L bf" _j
. tiS 'I ■ t-











j- j  -J 
äikü eu o
6U'i>
I H T ^
3 - 3 -f i
ioK.-. - 5t in c o t.u /)  C l a l í A
( t U t i l ' A  í ' i  [  ? /  U/L
V Í v Í l. 'Z J
Í ’J\L l/v <■»U«. ^  fSH CfJ ---(
C m  - 1 •
A/n/K-i.;
- l)
(\Ü) {  J - i , w s  V
1
i K P/1 Au)
' z1/1 $ 6 / 'U ;  5 ^
i /?£ >?c Ôtjí t f l
1 CcaÍ.' (.OMf’Cnj yj 6£lO Í>L TtAJ.V^
«JMaVO A/Y. Aí/ r ff í  it ui"'
1 j * L U '.  A£
i




C 'Kf - -1. 1]
í > ^ - ^ i
i
APÊNDICE B
Cálculo da transformada rápida de Fourier através do algoritmo 
de Cooley-Tukey (Cooley-Tukey, 1965) , o qual é desenvolvido com base nas equa­
ções recursivas. [07]
A aplicação deste algoritmo, para o cálculo da transformada / 
rápida de Fourier, exige antes a permutação para a ordem do "bit-inverso", a/ 
qual toma-o tão eficiente quanto aquele desenvolvido por Sande (Sande-Gentle- 
mann, 1966 [08]) e apresentado no capítulo III, item 3.2.1, deste trabalho.
Seja N = p ^ p - j p ^  (B.1)
onde, p1 = 2; p2 = 3; p3 = 3; p4 = 5 e p5 = 7.
Fazendo
n = n4p1p2p3p4 + n3p1p2p3 + n2p 1p2 + nQ
k = k4p2P3P4P5 + k3p3p4p5 + k2p4p5 + ko 
e substituindo aí os valores p^,...,p^ dados acima, temos:
n = 90n. + I8n-, + 6n0 + 2nn + n
4 i o  (B3)
k = 315k^ + 105k3 + 35k2 + 7k^ + kQ
Substituindo (B.3) na equação (65) mostrada no capítulo II des 
te trabalho, teremos o algoritmo na versão de Cooley-Tukey, inclusive eviden­
ciando os fatores de giro, colocados do lado de fora dos colchetes. Assim,
6 4 2 2 1 
X(n4+n3+n2+n1+n ) = il Z E Z ' x(k k ,L,k1(k ).
4 J 1 k = 0 k . = 0 k„ = 0 k , = 0  k.= 0 4 3 2 1 0
o 1 2 3 4
w (90níi+l8n3+6n2+2n1+no) (315k4+105k3+35k2+7k1+kQ) ^  ^
Desenvolvendo o produto indicado no expoente, e reescrevendo / 
(B.4) sob a forma de equação recursiva, temos:
-|tÍ j o(k4 ,k3 ,k2 >k1 ,k0 )W<3,5"=k«)j W005^  (B.5.0
. r 2 ~ , , , , , (210n k„-i k„(70n1+35n ) (B.5.2)
2(no’nl ,k2’k1 ,ko = ^ =^ 1 (no,k3 ,k2 >k1 ,ko)W 1 3 j W 2 1 o
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X5 (no,ni,n2,n3,n4) =
r v - / i i  %ní26n k.l ,.k (18n„+6n„+2n,+n )L x„(n ,n.,n„,k,,k )W 3 1 W o 3 2 1 o  
3 o ’ 1’ 2’ 1’ o J
1 (B.5.4)
6  - 9 0 n  k
' >J x4 (nQ ,n1 ,n2 ,n3,ko)W 4 0-] (B.5.5)
L k o = ° ]
X(n4 ,n3 ,n2 ,n1 ,nQ) = x$(nQ ,n2 ,n3 ,n4> (B.5.6)
Embora o algoritmo na versão de Cooley-Tukey, supra citado, a - 
presente a mesma eficiência daquele da versão de Sande, este último se apresen 
ta com caracteríticas melhores no que diz respeito ã computação, razão pela / 
qual optamos por ele no desenvolvimento de nosso trabalho.
Nas expressões acima, temos N elementos no arranjo x^, reque - 
rendo cada um deles Np^ operações para obter x^, de onde concluímos que a com 
putação de x^ requer N(p^ + P2 + P3 + ••• + Pm) operações complexas (adição, 
subtração e multiplicação complexa).
Considerando a simetria das exponenciais complexas, podemos re 
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A subrotina GRAFIC serve para traçados de gráficos. É acessada 
através de CALL GRAFIC (Y, X, IX) e apresenta escalonamento automático.
C SUBROTINA PARA TRAÇADOS DE GRÁFICOS
C PARÂMETROS: - X = CONJUNTO DOS PONTOS X (ABSCISSA)
C Y = CONJUNTO DOS PONTOS Y (ORDENADA)
C IX = NÚMERO DE PONTOS A SEREM PLOTADOS
SUBROUTINE GRAFIC(X, Y, IX)
DIMENSION XLIN(100), X(IX), Y(IX)
DATA BRANCO, PONTO, AXISX, COORD/1H, 1H*, 1H1, 1H-,/
DO 1 N = 1, 100
1 XLIN(N) = Y(1)
YMIN = Y (1)
YMAX = Y (1)
DO 2 J = 2, IX
IF(Y(J) .LT. YMIN) YMIN=Y(J)
IF(Y(J) .GT. YMAX) YMAX=Y(J)
2 CONTINUE
WRITE(6 , 8 ) YMAX, YMIN
8 FORMAT(1H1, ////,5X,13HVALOR MAXIMO =, 1PE25.9,5X,13HVALOR MINIMO 
*E25.9,/,4X,1HX,8X,4HF(X))
F = 94./(YMAX - YMIN)
DO 3 M = 1, IX 
K = (Y(M) - YMIN)*F + 1.5 
DO 4 IL = 1, K
4 XLIN(IL) = COORD
L = (0.0 - YMIN)*F + 1.5
IF(YMIN .GE. 0. .OR. YMAX .LE. 0.) GO TO 5
XLIN(L) = AXISX
5 XLIN(K) = PONTO
WRITE(6 , 9) X(M) , Y(M), (XLIN(N), N = 1, 95) ,
9 FORMAT (1X, 1PE10.3, 1X,E11.4, 1X, 100A1)
DO 6 IT = 1, 100
6 XLIN(IT) = BRANCO





As computaçoes básicas correspondeno ao passo podem ser a-
apresentadas pelo gráfico de fluxo de sinal simplificado da figura . /
* 1
Neste passo p^ = 7, então a sequência {X^} é dividida em subsequências{Xn (k)} 
compostas de 90 elementos cada uma.
As equações representativas dos cálculos necessários para a 
determinação dos elementos da matriz de exponenciais canplexas (109) em cada 
um dos respectivos nós do gráfico são do tipo:
X 1 (k) = G (k) + WrG,(k) + W2rG0(k) + W3rG_(k) + W4rG.(k) + W5rG,(k) + W6rG,(k)
o o 1 / J 4 _> o
(E. 1)
x|(k) = C0 (k) * W ^ ^ G / k )  * u2^*qi >c2(k) + w ^ ^ G j U )  + W ^ + V c ^ k )
+ U5(r+q1)G5 (k) ♦ H6(r*'H)G6(k) <E-2)
xj(k> . G0 (k) + W ^ I ^ C k )  ♦ W2 *” 2’ ^ ^ «  + W3C” 2l*1)G3(k) + W4 ^ * 2^ .
,G4 (k) + W5<” 2ql)C5(k) * y6(r+2q 1 >G6 (k) (E.3)
x!(k) = C <k) ♦ W <r+3qt)G (k) ♦ W2<r*3ql)G (k) ♦ « 3<r'l'3ql)G,(k) + U4<r'f3q 1' .
3 0 • '
• C4 (k) ♦ W5(r*3q1)G5(k) ♦ W6(r*'3'11>G6(k) (E.4)
x!(k) = G (k) + W(r+4ql)G 1 (k) * W ^ ^ P g . M  * W3 (tt4 q1)G,(k) ♦ W4 <r+4q1>.
.G^ík) + W5<r+4q1)G5 (k) + W6(r+4q1)G6 (k) (E.5)
x;<k) = G (k) + W ^ l V í k )  * W2(” 5q1>G,(k) + U3(r+5<V G , ( k )  . w* <r-5q,> _
O 1 / J
,G,(k) ♦ „SC^-Sq^G^Ck) + „6<r*5q,)G ,fc) (E_6)
4 D o
x!(k) = G (k) + W ^ S V í k )  ♦ W ^ ^ V c ^ k )  + W 3(" 6q1)G,(k) ♦ W4 * " 611!*.
D  O  1 ^  1
.G4 (k) + W5(r+6q1)G5 (k) + W6(r+6q1)G6 (k) (E.7)
onde, k = 0, 1, q -j — I, r = 0, 1, q^-1 e = N/p^.
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No segundo arranjo computacional que corresponde ao passo F2 
as computações básicas estão represendas no gráfico de fluxo de sinal simpli
ficado da figura(E.II). Neste passo p , ^  5 e cada uma das subsequências /
1 2 {Xn (k)} e ainda dividida cmsubsequências {X (k)} compostas por 18 elemen­
tos cada una. As equações representativas dos cálculos necessários para a de­
terminação da matriz de exponenciais complexas (109), em cada um dos nós, são:
x2 (k) = G 1 (k) + wsc;J(k) + w2 sc.J(k) + w3 sG.1 (k) + w^cja), ( E . 8)
xf (k) = G.Uk) + W (s+q2)c' (k) + W2(s+q2)G.1 (k) + W3 (s+q2)G .1 (k) + w“ ^ "^'g.' (k)1 U 1 3 4 44(s+cl9)G^(  
(E.9)
X.2 ( k )  = Gq ( k )  + W(s  + 2q2'>G
X2 (k) = Gp(k) + W (s + Jt,2)G
X4(k) = G0 (k) + W(s+4 q2 )G
( k )  + W2 ( s + 2 q 2 ) G 2 ( k )  + W3 ( s + 2 q 2 ) G2y ^ (k) + W4 <'S+2q2)G ,1 (K)4
(F.. 10)
(k) ♦ tT(s'f3q2 )c'(k) + W3 (s',3q2 )c!(k) t W,|(s+:iq2>G! (k)
2 3 (E.lit
(k) ♦ » W3(s+4'>2)G'(k) , W4(s+4q2)G/'(k)2 J 4
(E.12)
onde, q 2 = N / p . p . ^ ;  s = 0 ,  1, q2~1 e k  = 0 ,  1,
Para obtermos o terceiro arranjo computacional, o qual corres - 
ponde ao passo F^, as computações básicas são representadas pelo gráfico de
flu>o de sinal simplificado da figura (E.III). Neste passo p. 9 = 3. cada das
2 - 1 3subsequências { X^ík)} e dividida em outras três subsequências {Xn (k)} de 6
elementos cada uma. Em cada um dos nós os elementos da matriz (109) são calcu
lados por:
X3 (k) = G2 (k) + WtG2 (k) + W2 tG2 (k),
X3 (k) = G2 (k) + W (t+q3)G2 (k) + W2 (t+q3)G2 (k) e 





Finalmente, nos passos F4 e F,- as computações básicas estão / 
representadas no gráfico de fluxo de sinal da figura (E.III) e da figura (E.
dividida em outras três subsequências tendo cada uma delas apenas dois elemen 
tos. Os valores dc elementos da matriz de exponenciais complexas (109) são de 
terminados por:
desenvolvida através da divisão da sequência de amostras N em n outras subse­
quências, cada uma delas correspondendo aos respectivos fatores primos de N 
com os respectivos gráficos de fluxo de sinal simplifiçados, para darmos uma / 
idéia geral da composição das borboletas correspondentes aos nós computacio - 
nais. Cabe ressaltar, que este não foi o métcdo usado na resolução do nosso / 
problema, já que para o referido utilizamos o algoritmo na versão de Sande[08] .
O






onde, q^ — N/p^. . . •  u — 0 , 1 , ..., q4 1 ; k — 0 , 1 , ..., q4 —1 e 
v - N/p^..*Pj_4; k = 0 , 1 , ..., v-1 : m = arranjo computacional.
• • • t




Fig. (E.X) - Gráfico de fluxo de sinal simplificado representando
o passo p^ = 7.
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Fig, (E.II) - Gráfico de fluxo de sinal simplificado, repre­
sentando o passo p^ =5.
"Tv^ t ^Tv " “ 2 '
Fig. (E.III) - Gráfico de fluxo de sinal simplificado,
presentado os passos P£_2 =P £ _ 3  =
x4(k)
- 1
xi i  (k) m+ 1
X . (q) m+1
Fig. (E.IV) Gráfico de fluxo de sinal aimplificado, 




Tabela dos parâmetros de operação da Sonda VLF PULSADA e valo­
res usados na obtenção dos resultados apresentados no capítulo IV deste traba 
lho.
Frequência de transmissão para os cálculos .......... 40KHz
Repetição do Pulso .............. . ................ 792 vezes /segundo
Tempo de Varredura do Eductor........................ 512 micro segundos
Número de Amostras N ................................ 630
Período de Amostragem. ............................ .. 2 micro segundos
Total do tempo de CPU- IBM 4341:
- Compilador WATFTV............ ........... -2,56 segundos
- Compilador Fortran 0SVS1 ................  ~9,18 segundos
Número de dados da entrada usados para as ondas
de terra e ionosféricas, diferentes de zero. . . . .  21
Latitude do Transmissor .......................... 269 12' 30" ±10" S
Longitude do Transmissor .......................... 509 58' ±10" W
Latitude do Receptor .......................... 269 56' 35" ±10" S
Longitude do Receptor .......................... 489 54' 35" ±10" W
Distância: Transmissor - Receptor.................. 221,4Km ± 0,3Km.
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